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Die Geometrie der Harmonie - Musikalische Muster
mathematisch modellieren

Abstract

Motivation und Erfolg beim Lernen von Mathematik basieren gerade auch
darauf, dass Kinder die Muster der Mathematik und deren Schonheit erfor-
schen und entdecken kénnen. (vgl. Wittmann, 2003) Mit diesem Verstand-
nis mathematischen Tuns ist einzusehen, warum Mathematik - auch und
gerade aus sich selbst heraus betrieben — ungemein erfreulich sein kann.
Hier wird ein interdisziplindarer Weg gezeigt, der die Mustersuche dort er-
moglicht, wo sie unser Geist auf heimliche Weise ohnehin zu betreiben
scheint: In der Musik. . (;,Musica est exercitium arithmeticae occultum [...],
Leibnitz an Goldbach im April 1712) Das gewahlte Beispiel — Tymoczko's ,, A
geometry of music* (Tymoczko, 2011) steht dabei nur exemplarisch fiir ei-
ne Vielzahl von Maoglichkeiten des interdisziplinaren Arbeitens zwischen
Mathematik und Musik. (vgl. Nutzinger, 2015)

Vorweg

Die im Schulalltag oft zu hérenden Fragen nach dem ,,Warum (berhaupt
Mathematik?“, oder ,,Wozu brauch ich das denn iiberhaupt?*, sind immer
aufs neue Alarmzeichen. Kinder, die sich innerhalb von wenigen Schuljah-
ren von einem Fach distanzieren, auf das sie sich vor Schuleintritt noch ge-
spannt gefreut haben (vgl. Eichler, 2007), weisen uns darauf hin, dass es
wohl nicht immer gelingt, die Schonheit und Sinnhaftigkeit der Mathema-
tik zu vermitteln. Den Schilerinnen und Schilern zu erzédhlen, dass sie das
Gelernte vermeintlich alles einmal brauchen werden, ist oft schlichtweg
gelogen. Wird diese Luge entlarvt, fehlt uns jede weitere Mdglichkeit das
verlorene Vertrauen in das ,,Angstfach® wiederherzustellen. (Winkler,
2014, S. 108)

Nur echtes, begeistertes Betreiben von Mathematik wird dazu fihren, dass
ihre Methoden auch spater sinnvoll und gerne angewendet werden
(Fanghénel, 2000). Erich Wittmann wies darauf hin, dass Mathematik die
Wissenschaft der Muster ist. Diese Muster gilt es Kindern anzubieten und
sie daran forschen zu lassen (Wittmann, 2003).

Ich mochte hier nun eine Mustersuche fur die Sekundarstufe anregen, die
m.E. nur in Grundzlgen Einzug in den Unterricht gefunden hat. Das ma-
thematische Erforschen musikalischer Muster.
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Tymoczkos Geometrie der Musik

In ,,A geometry of music* veranschaulicht der Autor Harmonien geomet-
risch (Tymoczko, 2011) .

Abbildung 1 zeigt den C-Dur Akkord als Dreieck
in einem Kreis. Die zwolf Halbtonschritte werden
auf der Kreislinie angeordnet und die Téne des
Dreiklangs markiert. Wir erhalten das zum Drei-
klang gehorende Dreieck G-E-C. (Also das Bild
des C-Dur Dreiklamnges.)

Nun koénnen wir geometrische Transformationen
auf das entstandene Dreieck anwenden. Abbil-
dung 2 zeigt die Folgen einer Drehung.

Der C-Dur Akkord wird in einen anderen Dur-Akkord
tberfuhrt. Drehen wir das Dreieck weiter und hdren die
Tone des neuen Dreiecks, erklingt immer ein Dur-
Akkord. Wir erreichen also durch diese Représentati-
onsform alle 12 Dur-Dreiklange.

Abbildung 1

Dis / Es

Fihren wir eine Achsenspiegelung des Dreiecks auf die
in Abbildung 3 dargestellte Weise durch, wird aus dem
C-Dur-Dreiklang ein a-Moll-Dreiklang. Aufféllig ist,
dass diese beiden Akkorde eben auch in der Harmonie- Abbildung 2
lehre miteinander verwandt sind.

Die Mollparallele, ist auch in diesem geometri-
schen Modell mit der Durparallele verbunden.

Durch weitere Drehung des ,,Moll-Dreiecks*
erreichen wir nun alle Moll-Akkorde. Wir ha-
ben so ein vollstdndiges geometrisches Modell
der Dur-Moll-Harmonik von Dreiklangen zur
Verfugung.

Fis7 Ges Die Einfachheit des Modells verblifft dabei auf

Abbildung 3 mehrfache Weise. Zum einen liefert sie eine

Visualisierung von akustischen Ph&nomenen,

zum anderen regt sie dazu an, weiterzudenken und -zufragen. Dieses Mo-

dell ermdglicht daher m.E. differenziertes Arbeiten. Die Grundidee kann

jeder verstehen. Weiterdenken kann jede Schiilerin, jeder Schiiler ganz in-
dividuell.

Das Modell ist an diesem Punkt langst nicht erschopft. Die Untersuchung
von anderen Formen hinsichtlich des damit verbundenen Klangs lasst sich
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beliebig auf andere Vielecke ausweiten. Die daraus entstehenden Klange
mit threr Visualisierung in Verbindung zu bringen ist dann ein néchster
Schritt.

Anmerkungen zum Einsatz im Unterricht — Frei forschen

Um dieses Modell sinnvoll im Unterricht einsetzen zu kdénnen, muss es den
Schulerinnen und Schilern erméglicht werden, die visualisierten Klange zu
horen. Keyboards, Gitarren, Orff-Instrumenten, oder geeignete Software
(s.u.) gehoren daher definitiv zum nétigen Unterrichtsmaterial.

Das Modell ist sehr flexibel einsetzbar. Erprobt habe ich es beginnend ab
Klasse 6. Die Aufgabenstellung sollte meiner Erfahrung nach lediglich da-
rauf beruhen, die Grundziige des Modells zu klaren: Tone werden markiert,
verbunden und der Klang gehort und andersherum. Danach experimentie-
ren die Schulerinnen und Schiler frei. Weder die dargestellten Zusammen-
h&nge von Dur und Moll, noch die geometrischen Transformationen mds-
sen im Vorfeld geklart werden, kdnnen aber spéter ab Klasse 8 dazu ge-
nutzt werden, um Dreiklangsbeziehungen zu visualisieren,

Unterstiitzend konnen je nach gewiinschter oder moglicher Tiefe des Arbei-
tens folgende Fragen gestellt werden:

e Wie verdndert sich der Klang, wenn Du deine Figur veran-
derst/drehst/spiegelst?

e Wie klingen andere Figuren im Vergleich?
e Wie klingt ein Viereck, Fiinfeck, Sechseck...?

Beispiele fUr mathematische Inhalte sind: Drehung, Spiegelung, Symmet-
rie, Ahnlichkeit, Kongruenz, Begriffsfestigung ,,Vielecke®, Bildung von
Klassen, Relationen uvm. .

Um das Modell noch tiefer erkunden zu kdnnen bietet sich an, die Visuali-
sierung direkt horbar zu machen. Tymoczko selbst hat bereits eine Soft-
ware entwickelt, die am Keyboard gespielte Harmonien in die dazugehori-
ge Visualisierung umwandelt (dmitri.mycpanel.princeton.edu). Auch gibt
es unter der Lizenz von Geogebra die Mdglichkeit Dur, Moll, verminderte
und tberméalige Akkorde geometrisch zu deuten und miteinander in Rela-
tion zu setzen.

www.geogebra.org/m/qHVACIDT (Geometrie Musik, Georg Wengler)
Der Mustersuche sind dann Tir und Tor getffnet.
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Zum Abschluss
Welches musikalische Phdnomen wird hier geometrisch visualisiert?

B C#(Db)

D#(Eb)

F#(Gb)

Abbildung 4
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Abbildungen 1 — 4 Hans Peter Nutzinger
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