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Visualisierung in dynamischer Geometrie —
Aufgabenbasiertes Lernen aus unsichtbaren Objekten

In diesem Beitrag stelle ich Ergebnisse aus einem Unterrichtsexperiment in
Geometrie vor, das in einer 9. Klasse durchgeftihrt wurde. Fir dieses Unter-
richtsexperiment habe ich Geometrieaufgaben in einer Dynamischen-Geo-
metrie-Software (DGS) entworfen. Die Idee hinter der vorgestellten Studie
konnte durch folgende Frage ausgedrickt werden: ,,Was passiert, wenn wir
Schulerlnnen auffordern, Geometrieaufgaben in einer DGS zu l6sen, in de-
nen das Abbild des zu untersuchenden geometrischen Korpers fiir sie un-
sichtbar ist?* Ziel dieses Beitrags ist es zu untersuchen, wie Visualisierung
und Argumentation in 3D-DGS-Aufgaben verwoben sind und wie die Visu-
alisierung der Schulerlnnen durch die Verwendung von Aufgaben mit spe-
zifischen Merkmalen gefordert werden kann.

Das Zusammenspiel zwischen Visualisierung und Argumentation

In dieser Arbeit wird der kognitive Teil der Visualisierung betont, da Argu-
mentationen im Vordergrund stehen. Duval (2005) klassifiziert die Visuali-
sierung in zwei Kategorien, iconic und non-iconic visualization. In iconic
visualization ,,the drawing is a true physical object, and its shape is a graphic
icon that cannot be modified. All its properties are related to this shape, and
so it seems to be very difficult to work on the constitutive parts of it (Mith-
alal, 2009, S. 797). In non-iconic visualization ,.the figure is analysed as a
theoretical object represented by the drawing, using three main processes:
Instrumental deconstruction: in order to find how to build the representa-
tion with given instruments.

Heuristic breaking down of the shapes: the shape is split up into subparts,
as if it was a puzzle.

Dimensional deconstruction: the figure is broken down into figural units
— lower dimension units that figures are composed of —, and the links be-
tween these units are the geometrical properties (ebd., S. 797).

Ein kontinuierliches Zusammenspiel zwischen Argumentation und Visuali-
sierung ist notwendig, damit die geometrischen Argumentationen der Schi-
lerinnen entwickelt werden konnen. Der Einsatz von Aufgaben in der DGS
starkt dieses Zusammenspiel, denn der Einsatz von DGS kann die Visuali-
sierungsfahigkeiten (siehe z.B. Christou et al., 2006) und die geometrische
Argumentation (siehe z.B. Healy & Hoyles, 2002) der SchilerInnen fordern.
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Beschreibung der Aufgaben und des Unterrichtsexperimentes

Das Design (die Charakteristiken) der Aufgaben hat zum Ziel, die Schule-
rinnen dazu herauszufordern, Vermutungen herzustellen und anhand von
Strategien zu uberprifen, die Gber die iconic visualization und naive empiri-
sche Rechtfertigungen hinausgehen. Stattdessen sollen die SchiilerInnen sich
naturgemal in mathematischer Aktivitat engagieren, die non-iconic visuali-
zation und Argumentationen beinhaltet. Die Aufgaben beinhalten Uber-
gange von zweidimensionalen (2D) und dreidimensionalen (3D) geometri-
schen Objekten (und umgekehrt) und sie sind so entworfen, dass sie Uberra-
schung, Ungewissheit oder einen kognitiven Konflikt fur die Schilerinnen
und Schiler schaffen sollen (Hadas et al., 2000; Healy & Hoyles, 2002). We-
gen dieser Ubergdnge zwischen Objekten unterschiedlicher Dimensionen
habe ich diese Aufgaben D-transitional Aufgaben genannt. Im Umgang mit
den Aufgaben dieser Studie stehen Schilerinnen Situationen gegenuber, in
denen die Querschnitte, die sie beobachten, nicht ihren ersten Erwartungen
entsprechen.

Finf D-transitional Aufgaben wurden in der 3D-Grafik von GeoGebra 5 ent-
worfen. In jeder Aufgabe ist das GeoGebra-Fenster in zwei Unterfenster un-
terteilt. Im rechten Unterfenster gibt es ein 3D-Koordinatensystem, in dem
ein Korper ,,versteckt™ ist, und eine blaue Ebene, die durch die Achsen x und
y definiert ist. Mit drei Schiebereglern konnen die Schiilerinnen Hohe, Nei-
gung und Drehung manipulieren, um den Korper zu bewegen. Es wird au-
Rerdem die Schnittflache des Korpers mit der blauen Ebene als 2D-Darstel-
lung angezeigt. (siehe Abbildungen in Tabelle 1). Den Schilerinnen wurde
die Frage gestellt: ,, Konnt ihr anhand der ,,Spuren®, die ihr bis hierhin ge-
sammelt habt, den unsichtbaren Korper identifizieren?* Mit dem Wort ,,Spu-
ren‘ sind die Eigenschaften und Merkmale der verschiedenen Schnittflachen
gemeint, die durch die Veranderung der drei Schieberegler sichtbar werden.
Das Unterrichtsexperiment wurde von der Forscherin entworfen und von ei-
nem Lehrer als Teil seines Geometrieunterrichts umgesetzt. 24 Schiilerinnen
einer 9. Klasse nahmen teil. Die Schulerlnnen wurden gebeten, so explizit
wie moglich in ihren Erklarungen zu sein und mathematische Argumente zu
nutzen, um den Mitschulerlnnen ihre Antworten in der Plenumsdiskussion
Zu prasentieren.

Erste Daten

Ich prasentiere und diskutiere in diesem Artikel erste Ausziige der Zusam-
menarbeit von Gabriel und Elbert (siehe Tabelle 2). Die Schiiler begannen
mit einer freien Exploration der Situation und nutzten die Hilfestellung auf
dem Arbeitsblatt nicht.
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Dialog

Abbildungen, Kommentare und Analyse

G: Holy **** Wias ist das denn?
Misste symmetrisch sein.

E: Es wirde auch ein Wirfel pas-
sen. Andere Mal die H6he. Mach
auf null (die Neigung) und &ndere
die Hohe. Nach unten.

E: Ay ay ay.

G: Wir sind beim diagonalen
Querschnitt, das ist kein

E: Kein Wiirfel (lachen)

G: Kein Wiirfel. (...) Oder?

Gabriel scheint Giberrascht als er beginnt, die durchge-
fihrten Querschnitte durch die blaue Ebene auf dem
Kdrper zu explorieren. Die erste Vermutung der
Schler ist, dass der unsichtbare Korper ein Wirfel
sei. Aufgrund unerwarteter Querschnitte (Flnfecke,
Sechsecke) halten sie ihre erste Visualisierung fur un-
zureichend. Sie zweifeln an ihrer Vermutung.

=+

BN

E: Die untere Flache ist sicher
quadratisch. Das haben wir ja ge-
guckt.

G: Mhm (bejahend)

E: Die Obere Flache ist auch quad-
ratisch. Also konnte es ein Wirfel
sein, es kénnte —

[..]

E: Das wirde hinhauen, wenn es
ein Wurfel ist, aber es kdnnte auch
ein, ein Dingsens sein. Wie heif3t
das nochmal? Prisma.

[.]

G: Das ware dann ein Quader.

Jetzt beginnen sie einer strukturierten Exploration, in-
dem sie einige figural units des verborgenen Korpers
identifizieren. Sie betrachten die Eigenschaften der
Querschnitte des Korpers und Ubertragen diese auf
den verborgenen Korper.
An diesem Punkt stellen sie fest, dass sie aus den bis-
her gesehenen Merkmalen und Eigenschaften der
Querschnitte nur argumentieren konnen, dass der
Kaorper ein Quader ist. Ob er ein Wirfel ist, bleibt un-
klar. Obwohl sie sich von der iconic visualization zur
Identifizierung von figural units des Korpers und ei-
nigen ihrer Eigenschaften bewegt haben, haben sie
noch nicht das Niveau der dimensionalen Dekon-
struktion erreicht.

E: Nein, das ist so. Alles andere
macht keinen Sinn. Wir haben
eine Hohe von 2,35; ne Breite von
2,35 und eine Lange von 2,35.

G: Na gut.

E: Das ist ein Quadrat. Ah, ein
Wiirfel.

[...]

G: Ja wie wir nachgewiesen ha-
ben, dass der Grundflache ist
quadratisch. Das haben wir hier ja
nachgewiesen. Aber L&nge, Breite
und Hohe gleich sind, haben wir
nur nachgewiesen, weil wir ne
Neigung veréndert haben und...
sich das Objekt bei 90, 180, 270
und 360 und null... immer ein
Quadrat war. Nur um die Achse
gedreht (die Symmetrieachse)

Die Schiler kommen zu dem Schluss, dass ihre Ver-
mutung zutreffend war. Sie stlitzen ihre Begriindung
auf Argumente, die die Eigenschaften sowohl des un-
sichtbaren Korpers als auch der sichtbaren Quer-
schnitte miteinander verkniipfen.

&=+
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Tabelle 1: Ausziige der Zusammenarbeit von Gabriel und Elbert

Gabriel und Elbert wollten zu einer fur sie befriedigenden Begriindung ihrer
Vermutung kommen. Die Art der Aufgabe und ihre zun&chst ,,unorgani-
sierte* Exploration der Situation, haben friih zu Uberraschung und einem
kognitiven Konflikt gefiihrt. Die Schiler haben begonnen, an ihrer Vermu-
tung zu zweifeln, und sie haben selbststandig eine tiefere Exploration begon-
nen, in der sie von der iconic visualization zur ldentifizierung von figural
units des Wirfels und seinen Eigenschaften fortgeschritten sind. Sie haben
ihre Argumentation anhand von Eigenschaften der Querschnitte und Eigen-
schaften des Wurfels sowie der Abhéngigkeiten zwischen beiden begriindet.
Am Ende haben sie die Rekonstruktion des unsichtbares Wirfels durch die
dimensionale Dekonstruktion seiner figural units und der 2D-Querschnitte
erreicht. Sie haben erst dann gestoppt und ihre Vermutung als wahr ange-
nommen, als sie eine Argumentation produziert hatten, die sie selbst als gil-
tig ansahen. Allgemeinere Ergebnisse meiner Studie stehen noch aus. Bei-
spiele wie das gezeigte demonstrieren aber, dass es moglich ist, Visualisie-
rung und Argumentation von Schilerlnnen in der Geometrie mit den in die-
sem Beitrag gezeigten Arten von D-transitional Aufgaben zu unterstitzen.
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