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Aspekte des Wissens und Kénnens der elementaren Algebra

Einleitung

Um in MINT-Féchern in Schule und Hochschule erfolgreich zu sein ist das
Beherrschen von formaler Algebra unverzichtbar. Was das bedeutet, dazu
gibt die Fachdidaktik sehr differenziert Antwort. Um die fachdidaktischen
Positionen in Diskussionen zwischen Lehrenden aus Schule und Hochschule
nachvollziehbar darzustellen, wurde eine umfassende und systematische
Ubersicht Gber die unterschiedlichen Aspekte des Algebrakénnens entwi-
ckelt. Dieser Beitrag beschreibt den Prozess der Modellentwicklung und
stellt das Modell in seiner derzeitigen Form vor.

Entwicklung einer ersten, literaturbasierte \ersion

Das Ziel der ersten Phase der Modellentwicklung war, wesentliche Aspekte
des Algebrakdnnens, beginnend mit Kiichemanns Artikel zum Variablenver-
standnis (1978), strukturiert zusammenzustellen. Die Zusammenstellung er-
folgte durch Bildung von Kategorien, die sich in einer von zwei a-priori for-
mulierten ,,.Dimensionen‘ aufgespannten Tabelle darstellen lassen: Die eine
umfasst Tatigkeiten des ,sinnstiftenden Umgangs® mit formaler Algebra,
und zwar im Sinne von Arcavis ,,making sense of algebra* (1994). Die an-
dere umfasst Elemente der schulischen, formalen Algebra, die Gegenstand
dieses sinnstiftenden Umgangs sind. Beide Dimensionen spiegeln die Per-
spektiven wider, die von Akteuren beiderseits der Schnittstelle eingenom-
men werden: Die fachliche Perspektive ergibt sich aus der Nennung der ma-
thematischen Inhalte, die didaktische aus der differenzierten Beschreibung
involvierter Fahigkeiten.
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Abbildung 1 Literaturbasiertes Modell zum algebraischen Wissen und Kénnen
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Modifikationen auf Basis einer Expertenbefragung

Zur Validierung dieser ersten literaturbasierten Version wurde eine Exper-
tenbefragung vorgenommen. Im Multimatrixdesign (vgl. Zendler, Vogel &
Spannagel, 2013) organisiert umfasste sie Fragen zum Modell und zu den 48
Items einer begleitenden Testbatterie, letztere so verteilt, dass jedes Item
50% der befragten Experten vorlag. Von den angesprochenen 24 Experten —
alle haben im deutschsprachigen Raum auf dem Gebiet des Lehrens und Ler-
nens von Algebra mehrfach publiziert — haben zwolf die Befragung vollstan-
dig bearbeitet. Die Antworten wurden in Form eines ergebnisoffenen mehr-
stufigen Clusterverfahrens (Corbin & Strauss, 1990) zusammengefasst. Es
ergaben sich vier Kategorien: Beitrdge (a) zur Klarung des theoretischen
Rahmens des Modells, (b) zur Restrukturierung des Modells, (c) fir die Neu-
formulierung einzelner Aspekte im Modell und (d) zu einzelnen Batte-
rieitems. Zum Beispiel betrafen Beitrdge unter (a) das \Verhaltnis unseres
Modells zu existierenden Theorien des Verstehens oder zur Rolle préaforma-
ler Zugénge zur Algebra, oder Beitrdge unter (b) wiesen auf die zentrale
Rolle des Erfassens einer Termstruktur hin, die dem Umformen eines algeb-
raischen Ausdrucks oder dem algebraischen Modellieren von Zusammen-
héngen vorangehen muss. Auch wurde deutlich, dass manche Experten die
Teiltatigkeit (2) aus dem ersten Entwurf anders als angenommen als die ge-
nerelle Fahigkeit fir korrektes Umformen fehlinterpretierten.

Die revidierte Fassung

Die Beitrdge wurden, so wie in den Kategorien erfasst, von den Autoren da-
hingehend beurteilt, ob und wie diese in einer Revision des Modells berlick-
sichtigt werden. Dieses stellt sich in Abbildung 2 nun so dar:
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Abbildung 2 Das aufgrund einer Expertenbefragung revidierte Modell
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Zu den Eintréagen im Einzelnen. Beispielaufgaben fehlen aus Platzgriinden:

Wissen: Wichtige Bezeichnungen und Umformungsregeln werden angege-
ben oder identifiziert. Transformieren: Ein algebraischer Ausdruck wird
strukturverandernd umgeformt (transformational equivalence: Musgrave et
al., 2005; treatment: Duval, 2006). Strukturieren: Ein algebraischer Aus-
druck wird strukturerhaltend gedeutet oder verandert (substitutional equiva-
lence: Musgrave et al., 2005; Riede, 2015) Interpretieren: Eine nichtalgeb-
raische Situation wird durch einen algebraischen Ausdruck beschrieben und
umgekehrt (conversion: Duval, 2006)

Variable inkl. Parameter: Variablen sind Zeichen, die Zahlen und GroRen re-
prasentieren. Parameter sind Variablen, die tiber Wertemengen anderer Vari-
ablen variieren (Veranderliche vs. Einzelzahl: Malle, 1993, Variable vs. Me-
tavariable: Drijvers, 2001; values taken by a variable: Bardini et al., 2005).
Diese Unterscheidung ergibt sich aus dem Aufgabenkontext. Terme und
Gleichungen: Gleichungen sind Ausdriicke, in denen zwei Terme hinsicht-
lich threr Wertigkeit verglichen werden, symbolisiert durch ein Gleichheits-
zeichen. Eine Gleichung unterscheidet sich von einer Berechnung oder Ter-
mumformung dadurch, dass das Gleichheitszeichen im Sinne eines Verglei-
ches gedeutet wird (notion of equivalence: Kieran, 1981; operational vs. re-
lational view: Baroody & Ginsburg, 1983; Zuweisungs- vs. Vergleichszei-
chen: Malle, 1993).

(1) Bezeichnungen und Umformungsregeln angeben: Als wichtig erachtete
Bezeichnungen fir algebraische Ausdriicke sowie Term- und Gleichungs-
umformungsregeln werden angegeben oder identifiziert. (2) mithilfe gege-
bener Regeln umformen: Terme und Gleichungen werden mithilfe gegebe-
ner Regeln in dquivalente Terme bzw. Gleichungen umgeformt (manipula-
tion skills: Hoch & Dreyfus, 2006) (3) Umformungsméglichkeiten erkennen:
Ein Ausdruck wird als Vertreter einer Klasse gleichartiger Ausdriicke und
damit assoziierter Eigenschaften erkannt, insbesondere Umformungsmdg-
lichkeiten. Dies geschieht durch gedankliche oder explizite Substitution von
Variablen oder Teiltermen durch Terme oder Variablen (systemic structure:
Kieran, 1989; structure sense: Hoch & Dreyfus, 2006). (4) Operationale Hie-
rarchien erkennen: Die logische Ordnung der in einem Term enthaltenen Re-
chenoperationen wird erkannt. Dies geschieht durch gedankliche oder expli-
zite Substitution durch Variable von Teiltermen (surface structure, Kieran,
1989; Rechenschema: Vollrath & Weigand, 2006; Rechenhandlung: Malle,
1993) (5) berechnen oder vergleichen: Ein Ausdruck mit Gleichheitszeichen
wird situationsangemessen als Zuweisungs- bzw. Rechenhandlung oder als
Wertevergleich gedeutet (Malle, 1993; operational vs. relational view: Ba-
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roody & Ginsburg, 1983; Knuth, Alibali & al., 2006). (6) (effizient) umfor-
men: Terme und Gleichungen werden bei Aktivierung vorhandenen Wissens
uber Regeln (1), die in der vorliegenden Situation als anwendbar erkannt
werden (3), in dquivalente Terme bzw. Gleichungen umgeformt ((2),(4)).
Dies geschieht auch, indem zwei Terme oder Gleichungen ,,auf An-
hieb* ohne explizite rechnerische Uberpriifung als gleichwertig erkannt wer-
den (algebraic expectation: Pierce & Stacey, 2001). Effizient ist solches Um-
formen dann, wenn hierfur unter mehreren denkbaren Mdglichkeiten eine
gewdhlt wird, die nur wenige Berechnungen und Schritte zur Losung bent-
tigt (strategic flexibility: Rittle-Johnson & Star, 2009; strukturale Bezlige
zweiter Ordnung: Riiede, 2015; vgl. auch Malle, 1993, S.188ff.). (7) Variab-
len und Parameter deuten: Variablenzeichen werden als Représentanten von
Zahlen gedeutet oder verwendet (Kiichemann, 1978; Einsetzungs- und Ge-
genstandsaspekt: Malle, 1993; Platzhalter vs. Bedarf: Griesel, 1982). Dabei
werden fur den Kontext geeignete Variablen als Parameter behandelt. (8)
zwischen algebraischen Ausdriicken und innermathematischen Situationen
wechseln: Eine nichtalgebraische, innermathematische Situation, wie zum
Beispiel ein Punktmuster oder eine geometrische Konfiguration, wird durch
einen Term oder eine Gleichung beschrieben und umgekehrt (Bauplan: Voll-
rath & Weigand, 2009). (9) zwischen algebraischen Ausdriicken und Tabel-
len bzw. Graphen wechseln: Ein Term oder eine Gleichung wird in eine Wer-
tetabelle bzw. einen Graph tbersetzt oder umgekehrt (McGregor & Stacey,
1995), z.B. bei funktionaler Interpretation eines Terms (conversion: Duval,
2006) oder zur Losung einer Gleichung (Arcavi, 1994). (10) zwischen algeb-
raischen Ausdriicken und auBermathematischen Situationen wechseln: Al-
gebraische Ausdriicke werden in Realsituationen tbersetzt oder umgekehrt
(McGregor & Stacey, 1995; Heid, 1996), z.B. bei funktionaler Interpretation
eines Terms (Nitsch, 2015). Sie unterscheidet sich von einer innermathema-
tischen Deutung ((7),(8),(9)) in einem hoheren ,,Abstraktionsgefille® zwi-
schen einer konkret anschaulichen und der notwendigen abstrakt formalen
Strukturierung der Realsituation (Malle, 1993).

Ausblick

Gegenwartig sind weitere Malinahmen zur empirischen Absicherung der In-
haltsvaliditdt sowie unter Einsatz einer erweiterten Testbatterie zur Kon-
strukturvaliditat geplant. Mittelfristiges Ziel ist die Entwicklung eines Diag-
noseinstruments, das fiir die Konzeption differenzierter UnterstiitzungsmaR-
nahmen beiderseits der Schnittstelle eingesetzt werden kann.
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