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Distraktorenermittlung fiir elektronische Beweise in der
Lehre

Eine erste Version eines E-Beweis-Systems wurde mit dem Ziel entwickelt,
einerseits Lehramtsstudierende beim Erwerb von Argumentationskompeten-
zen zu unterstiitzen, die andererseits Schiiler/-innen altersaddquate Argu-
mentationskompetenzen vermitteln konnen sollen. Im Sinne dieser Unter-
stiitzung werden Distraktoren aus papierbasierten Studierendenlosungen zu
grundlegenden Beweisaufgaben fiir das System abgeleitet und im System auf
thre Wirksamkeit getestet.

1. Einleitung

In der Mathematikdidaktik spielt die Vermittlung von Argumentationskom-
petenzen eine grof3e Rolle. Diese bilden die Basis fiir das in hoheren Klas-
senstufen in unterschiedlichen Kontexten thematisierte Beweisen mathema-
tischer Aussagen und Zusammenhinge. Um einerseits Lehramtsstudierende
beim Erwerb von Argumentationskompetenzen zu unterstiitzen und um an-
dererseits Schiiler/innen altersaddquate Argumentationskompetenzen ver-
mitteln zu konnen, werden webbasierte Ansédtze zur Umsetzung von Distrak-
toren in E-Beweis-Systemen analysiert. In diesem Kontext stellt die Ermitt-
lung von Distraktoren beim Beweisen einen ersten Schritt dar. Eine Pilot-
Studie zur Distraktorenermittlung wird im Folgenden vorgestellt. Im Rah-
men des Projekts ,,QED* wurde ein erster Prototyp flr ein E-Proof-System
entwickelt (http://e-beweise.weebly.com/). Ziel der Verwendung eines E-
Proof-Systems ist die Schrittweise Heranfiihrung der Lernenden an einen
selbst erstellten Beweis mit Stift und Papier (Paper&Pencil) ohne jegliche
Hilfestellungen. Dabei ist das E-Proof System als Interpolationshilfe zwi-
schen einem fertigen Beweis in einem Buch und dem selbst erstellten Pa-
per&Pencil-Beweis anzusiedeln. In einem ersten Schritt kann der Beweis
schrittweise am PC nachvollzogen werden [vgl. ALCOCK & WILKINSON,
2011], anschlieRend sollen Beweisfragmente geordnet werden [Beweis-
puzzle, vgl. ENSLEY & CRAWLEY, 2006] und schlieflich konnen falsche
Beweisfragmente hinzugefiigt werden, die durch die Diagnose von typischen
Fehlern bei den Studierenden ermittelt werden [vgl. u.a. WINTER, 2011].
Auf diesem Weg werden die Freiheitsgrade erhoht, aber auch der Korrektur-
aufwand.

2. Untersuchung

Ziel ist Aufbauend auf einer Explorativen Pilot-Studie zur Ermittlung von
Distraktoren [PLATZ & NIEHAUS, 2015] werden 144 Klausuren (Modul-
teilpriifungen) zur Veranstaltung ,,Fachwissenschaftliche Grundlagen* von
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Studierenden des Lehramts an Grund- und Foderschulen, Realschule Plus
und Gymnasium und Zwei-Fach Bachelor der Universitdt Koblenz-Landau,
Campus Landau, analysiert, sowie drei Klausuren von mathematisch begab-
ten Schiilerinnen, die die Veranstaltung im Rahmen eines Frithstudiums an
der Schiileruniversitét (https://www.uni-koblenz-
landau.de/de/landau/fb7/mathematik/projekte/schueleruni) des Standorts
Landau besucht haben. Die Veranstaltung Fachwissenchaftliche Grundlagen
(Modul 1) ist im Bachelorstudium angesiedelt und sollte im ersten oder zwei-
ten Studiensemester belegt werden. In der Veranstaltung soll ein vertieftes
Verstiandnis elementarmathematischer Inhalte schaffen, die mathematische
Denkweise, das mathematische Argumentieren und das Fiihren eines Bewei-
ses sollen erlernt werden und Beweistechniken sollen erworben werden. In
der Klausur wurden Interpolationsbeweise zu den Themengebieten Mengen,
Aussagen, aussagenlogische Formeln und Quantoren; einfache Beweise - lo-
gische Folgerungen und Schlussfiguren, Beweisprinzipien; Relationen (be-
sonders Aquivalenz- und Ordnungsrelation); Abbildungen (besonders Injek-
tivitdt, Surjektivitat, Bijektivitat); Gleichmachtige Mengen; vollstindige In-
duktion abgefragt. Aus den Studierenden- und Schiilerlésungen werden so-
wohl Distraktoren fiir das E-Proof System, als auch Hilfestellungen, die in
dem E-Proof System die Lernenden beim Beweisen-Lernen unterstiitzen sol-
len, abgeleitet. Viele Studierende haben Probleme beim Beweisen. Bei einer
Bestehensgrenze von lediglich 30 % haben 70% der teilnehmenden Studie-
renden die Klausur bestanden. Deshalb sollen die Studierendenlésungen auf
typische Fehler untersucht werden, um die Beweise mit Distraktoren als e-
Beweise in das E-Beweis-System zu implementieren und als Ubungshilfe im
kommenden Sommersemester 2017 and der Universitit Koblenz-Landau
einzusetzen. Methodisch ist diese Studie an [WINTER, 2011] angelehnt. In
diesem Artikel soll die Aufgabe zu Gleichméchtigen Mengen herausgegrif-
fen werden (sieche Abb. 1):

Aufgabe 5: (Gleichmichtige Mengen - 15 Punkte)

Ist die Menge Z abzihlbar? Beweisen Sie Ihre Behauptung!

Hinweis: Folgende Mengen spielen ggf. eine Rolle im Beweis:

2N :={zeIN|dkelN:x=2-k}und2IN—-1:={zeIN|IdkeN:z =2 -k — 1}
Losung:

O ja O nein

BEWEIS:

Abbildung 1: Aufgabenstellung: Gleichméchtige Mengen

Bei dieser Aufgabe wurde durchschnittlich 21,18 % der erreichbaren Punkt-
zahl erreicht. Zunichst wurde der Beweis ohne Kenntnis der Studentenfehler
in Beweisfragmente zerlegt, anschlieBend wurden die Studierendenlésungen
analysiert.
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3. Resultate
Folgende Studentenfehler konnten identifiziert werden:

e Nein angekreuzt mit ,,intuititver Begriindung® (2x): Die Menge der
ganzen Zahlen ist nicht abzéhlbar, weil sie unendlich ist.

e Nein angekreuzt mit ,,mathematischer* Begriindung (3x): Die Menge
der ganzen Zahlen ist nicht abzihlbar, weil sie nicht gleichméachtig zu
den natiirlichen Zahlen ist, weil keine bijektive Abbildung zwischen
den ganzen und den natiirlichen Zahlen existiert.

* Nein angekreuzt mit einer Begriindung, die auf dem Missverstindnis
des Hinweises beruhen (2x): Man kann jede beliebige ganze Zahl in
die Menge 2N und 2N-1 einsetzen, dadurch werden die Mengen aber
niemals abzédhlbar.

e Ja angekreuzt mit mathematischer Fehlvorstellung (1x): Die Menge
der ganzen Zahlen ist abzdhlbar, weil es sich um eine endliche Menge

handelt.
e Ja angekreuzt und Abbildung gefunden, die nicht bijektiv ist (22x):
z.B.
.. Die Abbildung
[+ IN — /i
. , 1{%.‘:’ . I,F:u."!.‘; T ,l)r).‘;'.f!a'l'r'
sl —1) . falls x negativ
ist bijektiv.

e Ja angekreuzt und Beweis durchgefiihrt, Fehler beim Beweis der In-
jektivitit (aussagenlogische Begriindung des Zutreffens des Falls x;
gerade und x; ungerade oder umgekehrt (3x):

Es wird immer falsch und die Subjunktion wird immer wahr.

e Ja angekreuzt und Beweis durchgefiihrt, Fehler beim Beweis der Sur-
jektivitit: z.B. Sei x=6. {(6)=y <=> y=3, passt.

e Ja angekreuzt und Beweis durchgefiihrt, Fehler beim Beweis der Sur-
jektivitit, da vergessen wurde zu lberpriifen, ob das gewéhlte x tat-
sachlich eingesetzt werden darf: z.B. Wihle x=2y.

4. Fazit

In dieser ersten Untersuchung konnten Studierendenfehler aus Studierenden-
16sungen ermittelt und als Distraktoren formuliert werden. Der Vergleich der
ermittelten Distraktoren mit der initialen Zerlegung des Beweises ohne
Kenntnis der Studierendenfehler, die relativ kleinschrittig war, lasst deutlich
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werden, dass die Beweiszerlegung im E-Beweis-System besonders fiir Be-
weisanfinger scheinbar noch keine optimale Ubungshilfe leistet, wenn ein
Auswendiglernen der einzelnen Beweisschritte vermieden werden soll. Der
Fokus sollte mehr auf das Finden bzw. Verstehen der Beweisidee gelegt wer-
den. Die tatsdchlichen Studentenfehler unterscheiden sich von den erwarte-
ten Studentenfehlern. Im nichsten Schritt sollen die ermittelten Distraktoren
als Beweisfragmente in das E-Beweis-System implementiert werden und das
System soll zur Unterstiitzung der Studierenden wéahrend dem néchsten Se-
mester zur Veranstaltung ,,Fachwissenschaftliche Grundlagen* an der Uni-
versitit Koblenz-Landau eingesetzt werden. Die Abschlussklausur wird
abermals untersucht um Schlussfolgerungen ziehen zu kénnen, ob das Hin-
zufiigen authentischer Distraktoren zu einer Verbesserung der Beweiskom-
petenzen fiihrt.
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