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Wahrscheinlichkeit und Empirie: Historische Beispiele, Schule
und Hochschule

,,Der leitende Gedanke des Verfassers war [...], die Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, welche noch unlangst fiir ganz eigenartig galten,
natlrlicherweise in die Reihe der allgemeinen Begriffsbildungen der moder-
nen Mathematik einzuordnen.* (Kolmogoroff, 1933, S. I11)

Dieser Auszug aus Kolmogoroffs Vorwort seines Werkes ,,Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung® regt zwei Fragen an:

1. Was sind die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung und wie
werden diese in Kolmogoroffs Werk behandelt?

2. Was meint Kolmogoroff, wenn er davon spricht, dass die Grundbe-
griffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ,,noch unléngst fiir ganz ei-
genartig galten? Hat sich diese Einschatzung mittlerweile gedndert?

Die erste Frage ist zu umfangreich, um sie in diesem Rahmen zu besprechen.
Eine Aufzdhlung der Grundbegriffe enthalt u.a. elementare Ereignisse, zu-
fallige Ereignisse, Mengenkorper, Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses,
Wahrscheinlichkeitsfelder.

Die zweite Frage wird in diesem Artikel ausfihrlicher behandelt. Kolmo-
goroffs Formulierung der Eigenartigkeit der Grundbegriffe erinnert an Czu-
bers Formulierung aus seinem Bericht an die DMV:

,,an der Schwelle der Wahrscheinlichkeitstheorie steht eine Reihe von Be-
griffen, welche der Mathematik fremd sind (Hervorh. d. Verf.), [...]. Denn
auf dem Boden jener Begriffe ruht das oberste Prinzip der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, das ist die Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs; von
der Fassung jener Begriffe hdngen aber auch die Grenzen des Anwendungs-
gebietes unserer in vielfacher Beziehung merkwirdigen Theorie (Hervorh.
d. Verf.) ab.*“ (Czuber, 1898, S. 1)

Die Fremdheit der Grundbegriffe von der Mathematik, im Sinne ihres empi-
rischen Gehalts, stellt Kolmogoroff in seinen Erganzungen zum Haupttext
fest. In der Uberschrift des ersten Paragraphs ,,§ 1. Axiome 2. (Kolmo-
goroff, 1933, S. 2) findet man einen Verweis auf eine Fulinote. Diese lautet:
,,2 Ein Leser, der den folgenden Axiomen sofort einen konkreten Sinn geben
will, soll sogleich den § 2 lesen* (Kolmogoroff, 1933, S. 2). Folgt man dieser
Leseempfehlung und beginnt mit ,,§ 2. Das Verhiltnis zur Erfahrungswelt
1« (Kolmogoroff, 1933, S. 3) wird erneut auf eine FuRnote verwiesen. In
dieser stellt Kolmogoroff klar:
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.- Ein Leser, der sich nur fiir die rein mathematische Entwicklung der The-
orie interessiert, braucht diesen Paragraphen nicht zu lesen — die weitere Dar-
stellung beruht auf den Axiomen des § 1 und benutzt nicht die Uberlegungen
des gegenwartigen Paragraphen. In diesem wollen wir uns mit dem blof3en
Hinweis auf die empirische Entstehung der Axiome der Wahrscheinlich-
keitsrechnung begnugen und lassen deshalb eine eingehende philosophische
Untersuchung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes in der Erfahrungswelt be-
wuBt [sic!] beiseite. [...]* (Kolmogoroff, 1933, S. 3)

Damit folgt Kolmogoroff, entsprechend seines Ziels einer formalen Axio-
matik der Wahrscheinlichkeitsrechnung, nicht der bis heute anhaltenden Tra-
dition die Bedeutung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs insbesondere hinsicht-
lich seiner Anwendbarkeit zu diskutieren (bspw. Czuber, 1898; Gigerenzer
& Kruger, 1999; Laplace, 1814; von Mises, 1931; von Mises, 1928).

Das Verhaltnis von mathematischer Theorie und Anwendung spielt fur den
Stochastikunterricht und somit auch fur die mathematikdidaktische For-
schung eine grolRe Rolle. Biehler und Engel beschreiben im Rahmen ihrer
,fachlich-epistemologische[n] Uberlegungen* die klassische, frequentisti-
sche, objektivistische und subjektivistische Auffassungen des Wahrschein-
lichkeitsbegriffs (Biehler & Engel, 2015). Gleichzeitig stellen sie die Forde-
rungen nach einer , konsequenten Datenorientierung® in der Stochastik dar,
die sich auch in der Benennung der Leitidee ,,Daten und Zufall“ in den Bil-
dungsstandards der Sekundarstufe I und Il niederschléagt (bspw. Bildungs-
standards, 2003). Je nach Auspragung einer konsequenten Datenorientierung
des Stochastikunterrichts stellt sich die Frage, inwieweit die klassische und
subjektivistische Auffassung vom Wahrscheinlichkeitsbegriff Anwendung
finden kann. Steinbring und Schnell warnen vor der Dominanz einer Auffas-
sung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs. Denn zum einen koénnen ,,Wahr-
scheinlichkeitstheoretische Anwendungen [...] nicht einfach nur unter prag-
matischen Gesichtspunkten vorgenommen werden, sie erfordern die Berlick-
sichtigung der Theorie selbst™ (Steinbring, 1980, S. 438) und zum anderen
bildet ,,dieses Phdnomen [Zufall, Anm. d. Verf.] hinsichtlich der Ausdiffe-
renzierungen der Zusammenspiele zwischen relativer Haufigkeit und theo-
retischer Wahrscheinlichkeit sowie Mustern und Variabilitat die zentrale
Grundlage fur den Aufbau tragfahiger Vorstellungen zur Stochas-
tik* (Schnell, 2014, S. 316).

Die bewusste Losung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs vom empirischen Ge-
halt durch Kolmogoroff ist die Basis des modernen fachmathematischen Dis-
kurses (Klenke, 2013). Das bedeutet, dass die Diskursteilnehmenden eine
formal-abstrakte Auffassung von Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlich-
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keitsrechnung vertreten oder abrufen kénnen mussen. Auch dann, wenn ein-
zelne Begriffe durch Anwendungsbeispiele motiviert werden. Ein Beispiel
fir eine solche formal-abstrakte Definition, die durch Anwendungsbeispiele
motiviert wurde gibt Behrends (vgl. Abb.1). Auf die Definition folgt eine
Erklarung, dass in jener ,nur noch prézise definierte mathematische Be-
griffe* enthalten seien.

l Finale: Die Definition , Wahrscheinlichkeitsraum® ]

I n SChU I bUChem kom mt Es fehlt eigentlich nur noch, alles zusammenzufassen. Die folgende wichtige De-

H finition geht auf den russischen Mathematiker Kolmogoroff3) zuriick:
es zu verschiedenen De- & g
H Definition 1.2.3. Fin Wahrscheinlichkeitsraum (2, £,P) besteht aus drei Din-
finitionen des Wahr- @LEF)

gen:

SCheinI |Ch keitSbegrlffS, (i) Einer nichtleeren Menge Q, der Menge der Elementarercignisse.
dle mehr Oder Weniger (ii) Einer o-Algebra & auf Q, der o-Algebra der Ereignisse.
(iit) Einem Wahrscheinlichkeitsmaf P: £ — [0,1].
den Empfehlungen von
. . Man beachte, dass diese Definition nur noch prizise definierte mathematische
B | Eh |€I', Engels, Stel n- Begriffe enthilt. Alles, was bei der Behandlung von Zufallsph&nomenen nur vage

bring Oder SChﬂE“ ent_ ausgedriickt werden kann, wurde weggelassen.
Sprechen Die empiriSCh- Abb. 1: Die Definition ,,Wahrscheinlichkeitsraum (Behrends,

2013, S. 10)

gegenstandliche Auffas-

sung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ist dominant. Erkennbar ist dies bei-
spielsweise anhand der Definition aus dem Schulbuch Fokus Mathematik,
die besagt: ,,Mit der Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs wird die relative
Haufigkeit bei vielen Wiederholungen des Experiments abge-
schitzt. (Belthle, et al. 2014, S. 124). Im Lambacher Schweizer wird eine
Definition entsprechend der Idee des WahrscheinlichkeitsmafRes verwendet,
deren Gute von der Passung zu auftretenden relativen Haufigkeiten und
Symmetrien des Zufallsexperiments/-gerates abhangt (vgl. Abb. 2). Diese
Auffassung setzt sich in der Oberstufe im Zusammenhang von Haufigkeits-
bzw. Wahrscheinlichkeitsverteilungen in denen theoretische und empirische
Kenngrolien L — R

aUﬁreten fort Bei einem Zufallsexperiment kann man die einzelnen Ergebnisse nicht vorhersagen,
(Vgl Brandt’ man kann ihnen aber Wahrscheinlichkeiten zuordnen, die zusammen 1 (100 %) ergeben

et al., 2015, | mussen

Die Wahrscheinlichkeiten sind gut gewahlt, wenn bei vielen Versuchsdurchfiihrungen
S_ 277) die relativen Haufigkeiten in der Nahe der Wahrscheinlichkeiten liegen und Symmetri-
en beachtet werden.

Diesem Auf-

fassungswech-

sel von einem
empirisch-gegenstandlichen zu einem formal-abstrakten Wahrscheinlich-
keitsbegriff begegnen (Lehramts)Studierende beim Studium der Stochastik
an der Hochschule. Wie in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung bietet dieser Ubergang Irritationen und Reflexionsanlasse. Letztere
werden unter anderem unter Zuhilfenahme der besprochenen Quellen iden-
tifiziert und fir den Ubergang von Lehramtsstudierenden des gymnasialen

Abb. 2: Der Begriff ,,Wahrscheinlichkeiten® (Greulich, et al., 2015, S. 47)
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Lehramts im Rahmen meines Projektes ,,UberPro_Wahrscheinlichkeitsrech-
nung® nutzbar gemacht.
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