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Mathematisches Argumentieren und Beweisen - Struktur
individuell-kognitiver und sozial-diskursiver
Prozessmerkmale

1. Hintergrund und Forschungsstand

Erfolgreiches mathematisches Argumentieren und Beweisen spiegelt sich
in der korrekten Formulierung und Absicherung mathematischer Vermu-
tungen wieder (Conjecturing). Einen Beweis in kooperativer Zusammenar-
beit zu finden, setzt neben individuell-kognitiven auch sozial-diskursive
Prozesse voraus (Kollar et al., 2014). Inwiefern individuell-kognitive und
sozial-diskursive Prozesse bei der Konstruktion mathematischer Beweise
zusammenspielen, welche Prozessmerkmale Indikatoren fiir schlussendlich
erfolgreiche Argumentations- und Beweisprozesse darstellen, und wie die-
se gemessen werden konnen, ist bislang unklar. In der Vergangenheit wur-
den bereits verschiedene Modelle (u.a. Boero, 1999) entwickelt, die die
Vielzahl an explorativen und systematisierenden Teilprozessen und somit
die Komplexitat mathematischen Argumentierens und Beweisens aufzei-
gen. Dabei werden Prozesse wie das Generieren von Vermutungen anhand
von Beispielen (u.a. Koedinger, 1998), das Formulieren einer Vermutung
(u.a. Philipp, 2013), das Explorieren von Teilargumenten sowie das Zu-
sammenfihren einzelner Teilargumente zu einem (deduktiven) Beweis be-
schrieben. In sozialen Situationen kommen zusatzliche Anforderungen wie
das Weiterflihren und Bewerten von Argumenten des Gegenibers hinzu,
die sich auf den kooperativen Austausch individueller Argumente im Sinne
einer gemeinsamen Wissenskonstruktion beziehen (Kollar, Fischer & Slot-
ta, 2007). Evidenz zur Rolle dieser Teilprozesse in Hinblick auf den Erfolg,
findet sich derzeit in der Literatur nur vereinzelt.

2. Qualitatsindikatoren aus theoretischer Perspektive

Aus theoretischer Sicht lassen sich diverse Prozessmerkmale identifizieren,
die als lernforderlich und pradiktiv fir den Erfolg mathematischen Argu-
mentierens und Beweisens angenommen werden. Neben dem Generieren
fachlich korrekter Ideen und dem Erkennen eigener Fehlwege, sind insbe-
sondere experimentelle Tatigkeiten wie das Explorieren von Zusammen-
héngen, das Kombinieren von bereits vorhandenen Aussagen und Struktu-
ren sowie das Erkunden von Eigenschaften und Grenzen verschiedener
Hypothesen essentiell (u.a. Weber, 2009). Fir den Erfolg kann auch die
Qualitat der argumentativen Kommunikation ausschlaggebend sein, die
unter anderem die strukturelle Vollstdndigkeit von Argumentationen um-
fasst (u.a. Toulmin, 1958). Lernforderliche Kooperationsprozesse werden
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durch das begriindete Anflihren von Gegenargumenten (Leitdo, 2000) wie
das Aufgreifen und Weiterentwickeln der Hypothesen und Argumente des
Gegenubers charakterisiert (u.a. Chi, 2009). Ein weiterer zentraler Prozess
ist zudem, dass kritische Hinterfragen von Aussagen im Rahmen eines wis-
senschaftlichen Diskurses (Mayweg-Paus, Thiebach & Jucks, 2016).

3. Arbeitsmodell

Ausgangspunkt dieser Studie ist ein Arbeitsmodell, das die wesentlichen
Merkmale hochwertiger kooperativer Argumentations- und Beweisprozesse
systematisiert. Dabei differenzieren wir zwischen individuell-kognitiven
und sozial-diskursiven Indikatoren. Unser Arbeitsmodell basiert auf der
Annahme, dass sich diese Indikatoren durch Beobachtung von Argumenta-
tions- und Beweisprozessen von Studierenden wéhrend der Bearbeitung
einer Conjecturing-Aufgabe messen lassen und somit auf ihre Interaktion
sowie ihre Bedeutung fir die Qualitat des daraus resultierenden Produkts
(des Beweises) untersucht werden kdnnen.

4. Ziele und Forschungsfragen

Ziel der Studie war, ein Analyseinstrument zur Erfassung von Qualitatsin-
dikatoren kooperativer mathematischer Argumentations- und Beweispro-
zesse zu entwickeln. Folgende Forschungsfragen sind im vorliegenden Bei-
trag zentral: (1) Welche individuell-kognitiven und sozial-diskursiven Qua-
litatsindikatoren lassen sich reliabel erfassen? (2) Bilden diese Qualitétsin-
dikatoren ein ein-dimensionales Konstrukt oder beschreibt ein zweidimen-
sionales Modell mit einer individuell-kognitiven und einer sozial-
diskursiven Komponente die vorgefundenen Daten besser?

5. Methode

Zur Untersuchung der Forschungsfragen wurden Argumentations- und Be-
weisprozesse in kooperativen Settings videographiert und analysiert. N=98
Studienanfanger bearbeiteten in Dyaden zunéchst gemeinsam eine Conjec-
turing-Aufgabe und wurden anschlieBend dazu aufgefordert, eine individu-
elle Losung schriftlich festzuhalten. Ein hoch-inferentes Analyseinstrument
wurde auf Grundlage unseres Arbeitsmodells entwickelt, um die Argumen-
tations- und Beweisprozesse auf ihre inhaltliche Korrektheit, kognitive
Komplexitat sowie strukturelle Vollstandigkeit hin zu bewerten. Das Ana-
lyseinstrument erfasst zudem die Qualitat explorativer Prozesse. Neben
diesen vier individuell-kognitiven Qualitatsindikatoren haben wir drei wei-
tere Prozessmerkmale als Mal fiir das lernforderliche Potenzial kooperati-
ver Argumentationsprozesse operationalisiert: die Reaktion auf fachlich
falsche AuRerungen des Lernpartners, die Intensitat der Kooperation sowie
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das Stellen inhaltlicher Fragen. Alle Indikatoren wurden auf einer fiinf-
stufigen Ratingskala (1=hdchste Qualitat; 5=niedrigste Qualitat) beurteilt.
Die Kodierungen wurden jeweils dem Individuum zugewiesen, das die ent-
sprechenden Argumente in den Diskurs eingebracht hat. Zudem fand ein
erstes Rating Uber die erste Halfte und ein zweites Rating Uber die zweite
Halfte der Bearbeitungszeit statt. Zur Beantwortung der zweiten Fragestel-
lung wurde eine konfirmatorische Faktorenanalyse durchgefiihrt, wobei ein
eindimensionales Modell gegen ein zweidimensionales Modell mit einer
individuell-kognitiven und sozial-diskursiven Komponente verglichen
wurde. Abhangigkeiten innerhalb der Dyaden wurden dabei berticksichtigt.

6. Ergebnisse

Uber alle Indikatoren hinweg konnte eine gute Interrater-Reliabilitat (ICCs
zwischen 0.67-0.98) erzielt werden. Diese lasst auf eine objektive Messung
der individuell-kognitiven sowie sozial-diskursiven Qualitatsindikatoren
mathematischer Argumentations- und Beweisprozesse schlielen. Die Er-
gebnisse weisen darauf hin, dass die Qualitat der Argumentations- und Be-
weisprozesse Uber alle Indikatoren hinweg tendenziell wéhrend der Bear-
beitungszeit abnimmt und die Indikatoren im Durchschnitt unter dem mitt-
leren Qualitatsniveau liegen (s. Tabelle).

Komponente Erste Halfte M(SD) Zweite Halfte M(SD)
IK 2.78 (.68) 2.95 (.85)
SD 2.79 (.66) 3.03 (.86)

(IK= Individuell-Kognitiv, SD = Sozial-Diskursiv, 1=hdchster Score, 5=niederster Score)

In Bezug auf die zweite Forschungsfrage zeigte sich, dass das zwei-
dimensionale Modell mit einer individuell-kognitiven und sozial-
diskursiven Komponente einem ein-dimensionalen Modell tberlegen ist
(Fitindizes des zwei-dim. Modells: X2 = 20.61, df = 13, p(X?) = 0.081, CFI
= 0.95, RMSEA = 0.077). Da der Indikator Reaktion auf fachlich falsche
AuRerungen des Lernpartners negativ und nicht signifikant auf dem sozial-
diskursiven Faktor ladt, wurde eine post-hoc Analyse durchgefiihrt, indem
dieser Indikator der individuell-kognitiven Komponente zugeordnet wurde.
Das daraus resultierende Modell weist &uRert gut Fitindizes auf (X2 =
13.14, df = 13, p(X?) = 0.437, CFI = 1.0, RMSEA = 0.011).

6. Diskussion und Ausblick

Fur die Entwicklung des Analyseinstruments wurden zun&chst theorieba-
sierte Qualitatsindikatoren kooperativer Argumentations- und Beweispro-
zesse systematisiert und operationalisiert. Auch wenn gewiss noch weitere

U. Kortenkamp & A. Kuzle (Hrsg.),
Beitrdge zum Mathematikunterricht 2017. Miinster: WTM-Verlag.
Seite 1147



Indikatoren identifiziert werden konnten, liefert diese Systematisierung ei-
nen ersten Uberblick tiber die in der Literatur diskutierten Qualitatsindika-
toren, der in diesem Umfang bislang noch nicht vorzufinden war. Da sich
gezeigt hat, dass sich diese Indikatoren reliabel erfassen lassen, kann in ei-
nem weiteren Schritt Gberprift werden, inwiefern es sich bei den theorieba-
sierten Indikatoren tatsachlich um Qualitdtsmerkmale handelt. Dazu sollen
die Prozessdaten mit den individuellen, schriftlichen Lésungen abgeglichen
werden. Des Weiteren hat sich gezeigt, dass kooperativen Argumentations-
und Beweisprozessen eine mehrdimensionale Struktur zugrunde liegt und
dass individuell-kognitive und sozial-diskursive Indikatoren bei der Kon-
struktion mathematischer Beweise weitgehend unabhdngig voneinander
sind. Diese Erkenntnis kann in Hinblick auf die Foérderung mathematischen
Argumentierens und Beweisens von zentraler Bedeutung sein.
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