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Die Verwendung von Beweisoperatoren im Abitur —
ein Erklarungsansatz fr operatorspezifische
Aufgabenbearbeitungen durch Erstsemester

Warum hangt die Bearbeitung von Beweisaufgaben vom verwendeten Ope-
rator ab? Im Projekt O.B.d.A: Operatoren in Beweisaufgaben — eine didak-
tische Analyse fanden sich bei Beachtung der verwendeten Operatoren (u.a.
beweisen, zeigen, begriinden) systematische Bearbeitungsunterschiede in
Beweisproduktionen von Erstsemesterstudierenden (Kempen, Krieger &
Tebaartz 2016). Ein moglicher Erklarungsansatz sind aus der Schule mitge-
brachte Bedeutungszuschreibungen. Deshalb wurde exemplarisch fir das
Land Hessen die Verwendung von Beweisoperatoren im Abitur untersucht.
Im Folgenden wird am Beispiel der Operatoren zeigen und begriinden zuerst
ein Einblick in die Ergebnisse des Projekts O.B.d.A. gegeben und anschlie-
Rend der Frage nachgegangen, ob die operatorspezifischen Bearbeitungsun-
terschiede eventuell durch die Definitionen der Operatoren des hessischen
Kultusministeriums (2015) und deren Verwendung in den Landesabiturprii-
fungen mit hervorgerufen werden.

Operatorspezifische Aufgabenbearbeitungen durch Erstsemester

Viele Lernende und insbesondere auch Studienanfangerinnen haben Schwie-
rigkeiten beim mathematischen Beweisen (z.B. Gueudet 2008, Selden 2012).
Dreyfus (1999) sieht einen Grund dafiir in der mangelnden Transparenz der
Erwartungen, die mit verschiedenen Operatoren wie zeigen und erkléaren ver-
schlisselt werden. Im Projekt O.B.d.A. wurde erforscht, inwiefern sich bei
Beachtung der verwendeten Operatoren systematische Unterschiede in Be-
weisbearbeitungen von Erstsemesterstudierenden ausmachen lassen (Kem-
pen, Krieger & Tebaartz 2016). Dazu wurden Mathematik-Lehramtsstudie-
rende zu Studienbeginn in einem Paper-Pencil-Test mit den systematisch
permutierten Operatoren beweisen, zeigen, begriinden und erklaren zum Be-
arbeiten folgender zwei Aussagen aufgefordert: (Al) Die Summe aus einer
ungeraden natlrlichen Zahl und ihrem Doppelten ist immer ungerade. (A2)
Das Produkt von drei aufeinanderfolgenden natirlichen Zahlen ist immer
durch sechs teilbar. An der Erhebung haben 214 Erstsemesterstudierende
teilgenommen, die ihr Abitur in Hessen abgelegt und ohne Vorkurs das Stu-
dium begonnen haben. In Bezug auf die Operatoren zeigen und begriinden
fallt auf, dass beim Operator zeigen jeweils ein groRerer Anteil der Proban-
den die vorgegebene Aussage ausschlief3lich rechnerisch Uberpruft hat, beim
Operator begrinden die Schlussweise zu einem groReren Anteil deduktiv ist.
Dieser Unterschied ist bei der zweiten Aufgabe (A2) statistisch signifikant
(siehe Abb. 1). Weiterhin bestehen bei den Bearbeitungen mit deduktiver
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Schlussweise hoch signifikante operatorspezifische Unterschiede hinsicht-
lich der Variablennutzung und der Anzahl an verwendeten Wartern. VVon den
Bearbeitungen der ersten Aufgabe (A1) mit deduktiver Schlussweise enthal-
ten beim Operator zeigen 56% eine Buchstabenvariable, bei begriinden 23%
(siehe Abb. 2). Die arithmetischen Mittel der bei deduktiver Schlussweise in
Al verwendeten Worter hingegen betragen beim Operator zeigen 17,33, bei
begrinden 32,75 (siehe Abb. 2). Damit wurden in Bearbeitungen mit deduk-
tiver Schlussweise beim Operator begriinden statistisch hoch signifikant
mehr Worter verwendet als bei zeigen. Die Ergebnisse deuten somit an, dass
sich Bearbeitungen zu den Operatoren zeigen und begriinden systematisch
hinsichtlich der Schlussweise und der Darstellungsweise unterscheiden.

(Al): Die Summe aus einer ungeraden natiirlichen (A2): Das Produkt von drei aufeinanderfolgenden
Zahl und ihrem Doppelten ist immer ungerade. natiirlichen Zahlen ist immer durch sechs teilbar.
Zeigen, N=48 75% [ 25% | Zeigen, N=51 4% [ se

Begriinden, N=61 85% |15%| Begriinden, N=48 69% | 31% |
0% 50% 100% 0% 50% 100%
Odeduktiv  Binduktiv Odeduktiv B induktiv
P-Wert der verschiedenen Anteile von P-Wert der verschiedenen Anteile von
deduktiv vs. ,induktiv (Chi>-Test): p =.178 wdeduktiv vs. ,,induktiv (Chi*-Test): p =.014

Abb. 1: Verwendete Schlussweise differenziert nach Operatoren

(Al): Die Summe aus einer ungeraden naturlichen Zahl und ihrem Doppelten ist immer ungerade.

Verwendung von Buchstabenvariablen Arithmetische Mittel der
Anzahl an verwendeten Wértern
Zeigen, N=36 56% ] 44% | 40 32.75
Begriinden, N=52 23%| 7% | 20 17,33
0% 50% 100% 0
OVariable @ Keine Variable Zeigen, N=36 Begriinden, N=52

P-Wert der verschiedenen Anteile von ,,Variable“ vs. T-Test: p < .001; cohens d = 1.02
,»Keine Variable* (Chi>-Test): p = .002

Abb. 2: Darstellungsweise der Bearbeitungen mit deduktiver Schlussweise

Beweisoperatoren im hessischen Landesabitur

Die operatorspezifischen Unterschiede in Bearbeitungen von Erstsemester-
studierenden legen die Frage nahe, ob diese eventuell durch die Definitionen
der Operatoren des Hessischen Kultusministeriums (2015) und deren Ver-
wendung in den Landesabiturprifungen mit hervorgerufen werden. Um sich
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dieser Frage zu ndhern, wurde untersucht, welche Erwartungen an Aufga-
benbearbeitungen mit den verschiedenen Operatoren in den hessischen Lan-
desabiturpriifungen formuliert werden und inwiefern Ahnlichkeiten zwi-
schen dieser Verwendung der Operatoren im Landesabitur und den Aufga-
benbearbeitungen der Erstsemesterstudierenden bestehen. Zudem wurde er-
hoben, wie hdufig die Operatoren in den Landesabiturprifungen vorkom-
men, um die Relevanz derselben fiir die Lernenden einzuschéatzen.

Bei der Untersuchung der Verwendung der Operatoren im Landesabitur wur-
den die Definitionen der Operatoren durch das HKM (2015) und alle Lan-
desabituraufgaben der Jahre 2007 bis 2014, bei denen nur ein wissenschaft-
licher Taschenrechner verwendet werden durfte, berlicksichtigt. Abb. 3 zeigt
die Definitionen der Operatoren zeigen und begriinden sowie Abituraufga-
ben, die der Analyse zufolge fur diese Operatoren typisch sind.

Zeigen
Definition: einen Sachverhalt oder eine Behauptung unter Verwendung gultiger Schlussregeln oder Be-
rechnungen auf bekannte, giiltige Aussagen zuriickfihren (HKM 2015, 5)

Abituraufgabe: Zur Beschattung einer Terrasse wird ein dreieckférmiges Sonnensegel aufgespannt, des-
sen Befestigungen durch die Punkte P, (5|0]7), P,(516|1), P;(—1|6|7) dargestellt werden. [...] Zeigen
Sie, dass das Sonnensegel die Form eines gleichseitigen Dreiecks hat. (WP Wissensportal GmbH 2017)

Begriinden et 1
Definition: einen Sachverhalt oder eine Aussage argumentativ auf
GesetzmaRigkeiten oder kausale Zusammenhange zurtickfihren i \ | Llel L4
(HKM 2015, 3) 1+ ke
Abituraufgabe: Gegeben ist die Funktion f mit f = (In(x))? + :

In(x),x € R*.[...] Geben Sie an, welcher der Graphen A, B bzw. H—tf

Cjeweilszu f, f" bzw. f”" gehort. Begriinden Sie dies ohne Rech- A

nung mithilfe der Eigenschaften der drei Graphen. (WP Wissen- 7| [ & ™ -7 0 e e N
sportal GmbH 2017)

Abb. 3: Ausgewdhlte Beweisoperatoren — Definitionen, Beispielaufgaben des Landesabiturs Hessen

Beim Operator zeigen sind vorgegebene Aussagen im Wesentlichen mittels
Berechnungen zu verifizieren. So sind im Aufgabenbeispiel in Abb. 3 nur
die paarweisen Punktabstdnde zu berechnen. Bei Aussagen mit groRerem
Giiltigkeitsbereich sind in den Berechnungen haufig Variablen zu verwen-
den. Mit dem Operator zeigen werden die Lernenden folglich meistens zum
Rechnen, ggf. unter Variablennutzung aufgefordert. Inhaltlich-anschauliche
Uberlegungen sind hierbei i.d.R. kaum erforderlich.

Beim Operator begrinden hingegen deutet der Begriff ,,argumentativ‘ in der
Definition des HKM (2015) an, dass eine logisch korrekte Argumentkette
und zwar in primar narrativer Darstellungsweise erwartet wird. In der Bei-
spielaufgabe sind die drei Graphen einer Funktion und ihren ersten beiden
Ableitungen z.B. mithilfe von Kenntnissen uber Extrema und Wendepunkte
begriindet zuzuordnen. Die Argumentkette soll keine Rechnungen enthalten.
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Vergleicht man diese Verwendung der Operatoren zeigen und begriinden mit
den Aufgabenbearbeitungen der Erstsemesterstudierenden, so sind Ahnlich-
keiten offensichtlich. Andererseits wurde keine Korrelation nachgewiesen
und ein Kausalzusammenhang erscheint fraglich. Erstens kommen die Be-
weisoperatoren in den Landesabituraufgaben nur selten vor. VVon den 849 in
den Jahren 2007 bis 2014 verwendeten Operatoren waren 120 (12%) einer
der Operatoren beweisen, zeigen, begrinden und erklaren. In der Halfte der
Falle handelte es sich um den Operator zeigen, gefolgt von begriinden. Be-
weisen wurde ausschlieBlich zweimal in Leistungskursaufgaben eingesetzt.
Zweitens kommen Aussagen, die sich so wie die Aussagen im Projekt
O.B.d.A. auf alle natlrlichen Zahlen beziehen, im Landesabitur kaum vor.
Auch das Themengebiet der elementaren Zahlentheorie ist im Unterricht in
der Sekundarstufe Il nur marginal relevant, sodass ein groRer Unterschied
zwischen den Abitur- und den Testaufgaben bestand.

Fazit

Insgesamt betrachtet bestehen Ahnlichkeiten zwischen der Verwendung der
Operatoren im Landesabitur und den Charakteristika der Aufgabenbearbei-
tungen der Erstsemesterstudierenden, von einem Kausalzusammenhang ist
jedoch nicht auszugehen. Mit Blick auf die Arbeit mit Erstsemesterstudie-
renden l&sst sich trotzdem bereits festhalten, dass von den Studierenden
kaum Vorerfahrungen mit den Beweisoperatoren erwartet werden kénnen.
Um Unklarheiten und Missverstandnisse vorzubeugen, sollten die mit den
verschiedenen Operatoren verbundenen Erwartungen festgelegt und den Stu-
dierenden gut verstandlich kommuniziert werden.
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