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Zum inhaltlichen Losen von Gleichungen in der Klassenstufe
10

Um mathematische Aufgaben mdglichst effektiv und 6konomisch zu l6sen,
sind F&higkeiten im inhaltlichen Losen unerldsslich. Nach Fanghanel (1984)
erfolgt inhaltliches Losen von Aufgaben dann, ,,wenn sich der Aufgabenlo-
ser durch Erfassen von Eigenschaften und Beziehung, durch Deutung von
Symbolen, durch Nutzung vorhandener theoretischer Kenntnisse klare Vor-
stellungen tiber den vorgegebenen Sachverhalt verschafft und diese zum Er-
reichen des Zieles, d.h. dem Losen der jeweiligen Aufgabe einsetzt. (Fang-
hénel, 1984, S.99). Inhaltliches L6sen bezieht sich also immer auf den Kon-
text einer konkreten Aufgabe. Es geht also darum, eine Aufgabe nicht nach
einem vorgefertigten Muster oder LAosungsverfahren, sondern durch bewuss-
tes Ausnutzen der Struktur eines mathematischen Problems zu I0sen. Setzt
man im Unterricht zu stark auf vorgegebene LAsungsmuster, besteht die Ge-
fahr, ,,dal} inhaltliches Verstindnis durch formale Kenntnis von Satzen und
Verfahren ersetzt und damit ein Anwenden des Erlernten unter veréanderten
Bedingungen wesentlich erschwert* wird (Fanghénel, 1984, S.7). Diese Ge-
fahr besteht im Unterricht gerade beim Ldsen von Gleichungen, zu denen es
meist rasch erlernbare Losungsregeln gibt. Nicht zuféllig ist der Ursprung
der haufigsten Fehler das fehlerhafte Erfassen der Struktur gegebener Terme
(vgl. Barzel & Holzépfel, 2011, S. 5). Betrachtet man die Ziele der Behand-
lung von Gleichungen im Unterricht, so ist nach Henning (1998) neben der
Herausbildung von Kalkdlen fir das Lésen einzelner Gleichungstypen und
neben der Entwicklung von Konnen im graphischen Lésen von Gleichun-
gen und die Entwicklung eines inhaltlichen Verstandnisses flr grundlegende
Begriffe der Gleichungslehre ein wesentliches Ziel. Dieses inhaltliche Ver-
stdndnis ist ,,Voraussetzung und Resultat fiir ,inhaltliches Losen von Glei-
chungen‘ “ (Henning, 1998, S.39). Auch Walsch (1992) betont, dass die Be-
handlung von Gleichungen nicht nur auf den mengentheoretischen Aspekt
reduziert werden darf, sondern den Schiilerinnen und Schiilern auch die
Reichhaltigkeit des Gleichungsbegriffs und dessen Anwendung in anderen
Fachern deutlich werden muss. Die Anwendung mathematischer Begriffe im
Rahmen eines facherlbergreifenden Mathematikunterrichts bedingt gera-
dezu ein inhaltliches Verstandnis mathematischer Begriffe und Prozeduren.
Dadurch kommen die Vorziige und Begrindungen facheribergreifenden
Unterrichts, Ganzheitlichkeit und Erkennen gemeinsamer Strukturen und
Grenzen fachspezifischer Sichtweisen erst richtig zum Tragen (vgl. Zell
(2010), S.33). Das inhaltliche Ldsen von Gleichungen ist also ein wichtiger
Baustein bei der Behandlung von Gleichungen im Unterricht.
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Flade et. al. (1992), S.16 greifen die allgemeine Definition von Fanghanel
(1984) auf und sprechen von inhaltlichem Ldsen von Gleichungen, wenn
sich die Schulerinnen und Schiler klare Vorstellungen tber die in einer Glei-
chung ausgedriickte Bedingung und deren Folgerungen verschaffen und
diese zum Bestimmen einer Losung bewusst einsetzen. Ein anderer Ansatz
zur Abgrenzung zwischen inhaltlichem und schematischem Ldsen von Glei-
chung ist der Einsatz heuristischer Verfahren, falls eine Gleichung inhaltlich
gelost wird (Rosin, 1984, S.39). Die Bedeutung eines strukturellen Verstand-
nisses beim Losen von Gleichungen wird von Kieran (1989) hervorgehoben.
Sie listet dort Studien auf, welchen belegen, dass ein Verkniipfen von ,,intu-
itiven* und formalen Prozessen beim Lehren der Losungsverfahren von
Gleichungen zu besseren Ergebnissen fiihrt, als wenn nur ein Ansatz gelehrt
wird. Die Anwendung inhaltlichen Ldsens variiert zwischen der Unter-, Mit-
tel- und Oberstufe (vgl. Flade et. al., 1992, S.16). In der Unterstufe hilft das
inhaltliche Losen insbesondere beim Festigen der Grundaufgaben der Addi-
tion bzw. Multiplikation. In der Mittelstufe hilft das inhaltliche L6ésen, Be-
griffe der Gleichungslehre besser zu erfassen und kann Ausgangspunkt fir
das Entdecken der Umformungsregeln zum Lésen von linearen Gleichungen
sein. In der Oberstufe ermdglicht inhaltliches Losen das Entwickeln kreati-
ver Herangehensweisen an das Losen von Gleichungen und ein systemati-
sches begriundetes VVorgehen unter Zuhilfenahme theoretischer Kenntnisse.

Betrachtet man Studien zum inhaltlichen Ldsen von Gleichungen, stellt man
fest, dass diese meist in den Klassenstufen 6-8 stattfanden (vgl. z.B. Demby
(1997) oder Flade & Mounnarath (1992)). Kieran (1989) weist auf Studien
an Hochschulen hin. Diese beschranken sich allerdings auf algebraische Re-
prasentationsformen. Will man ein umfassenderes Verstandnis im inhaltli-
chen Losen von Gleichungen erzielen, sollten allerspatestens in der Ober-
stufe auch andere Darstellungsformen angesprochen werden, also auch ins-
besondere auf die Verknupfung von Gleichungs- und Funktionsbegriff hin-
weisen. Daher wurde ein Test zum inhaltlichen Ldsen von Gleichungen ent-
wickelt, um festzustellen in welchem Malie Schilerinnen und Schiler der
Klassenstufe 10 Gleichungen inhaltlich 16sen. Gleichungen, die vorwiegend
inhaltlich geldst werden sollten, weisen nach Rosin (1984) zwei verschie-
dene Merkmale auf. Zum einen sollte die Struktur der Terme bezogen auf
den Loser moglichst einfach sein, indem z.B. ein Term eine Konstante ist
oder die Terme Summen oder Produkte aus zwei Faktoren sind usw. Zum
anderen sollten die vorkommenden Termwerte im Kopf zu berechnen sein.
Gleichungen dieser Art werden in Flade et. al. (1992) S.15 vorgestellt. Ent-
sprechend dieser Uberlegungen sind die Aufgaben unseres  Tests relativ
kurz, so dass die Gleichungen von der Struktur der Terme her moglichst ein-
fach sind. In Aufgabe 1 wird konkret nach der L6sung einer quadratischen
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und drei exponentiellen Gleichungen gefragt. Die letzten beiden Gleichun-
gen sollten ohne das Logarithmus-Kalkdl gelést werden, um inhaltlichen L6-
sen zu erzwingen. Die zweite Aufgabe verlangt Begriindungen, die sowohl
rechnerisch mit Hilfe der Lésungen linearer und quadratischer Gleichungen
als auch durch Argumente, welche sich aus der Struktur der Gleichung erge-
ben, erbracht werden kénnen. In der folgenden Aufgabe sollten Begrindun-
gen ohne Rechnungen erbracht werden. Neben dem Anwenden eines algeb-
raischen Kalkils sollten Gleichungen auch graphisch geldst werden, d.h. es
sollte unter Nutzung von Funktionsgraphen argumentiert werden. In Auf-
gabe 4 sind die Graphen von Grundfunktionen, welche bis zur Klassenstufe
10 eingefiihrt gegeben und moégliche Funktionsgleichungen gesucht. Diese
Aufgabe wurde konzipiert, um eine solidere Fehleranalyse beim graphischen
Ldsen von Gleichungen durchzufiihren. Eine Aufgabe des Tests verlangt Be-
grindungen zur L&sbarkeit von Gleichungen mithilfe von Funktionsgra-
phen. Die Schulerinnen und Schiiler sind gezwungen, die Struktur der Glei-
chung zu erfassen und einen Funktionsgraphen sinnvoll zu skizzieren.
Ebenso missen Sie das Prinzip des graphischen Losens von Gleichungen,
also das Finden der Schnittstelle zweier Funktionsgraphen erkennen und
nutzen. Inwieweit der Ubergang von Gleichung zum Funktionsgraphen ge-
lingt, wird in einer weiteren Aufgabe abgepruft. Hier mussen die Schilerin-
nen und Schuler die Gleichung einer Wurzelfunktion einem von drei gege-
benen Funktionsgraphen zuordnen. Da die Wurzelfunktion im aktuellen Bil-
dungsplan nicht gefordert wird, ist anzunehmen, dass diese Funktion fur die
Schulerinnen und Schiiler neu ist und daher die Struktur der Gleichung un-
tersucht werden muss.

Der Test wurde in neun Klassen aus drei verschiedenen Gymnasien durch-
gefihrt. Insgesamt nahmen 149 Schilerinnen und Schiiler daran teil.

Die Ergebnisse zeigen, dass formale Rechenverfahren sehr dominant sind.
Nur ein Schiiler 16ste die Gleichung x2-10x+25=0 mit Hilfe der binomischen
Formel, der Rest der Schiilerinnen und Schiler nutzten die Losungsformel.
Die Aufgabe ,,Begriinde: 2x-4=0 hat eine positive Losung* I6sten nur 20,1 %
ohne Rechnung. Davon haben 16,1% Uber die durchgefiihrten Rechen-
schritte argumentiert, also die Gleichung im Kopf durchgefiihrt. Um zu be-
grinden, dass die Funktion f(x)=x2+2x+1 keine positiven Nullstellen hat,
fuhrten nur 16,7% keine Rechnung durch. 63,1% nutzten die Lésungsformel
und bestimmten die Losungen. Nur 28,9% davon nannten neben der Rech-
nung eine Begriindung. Dieses Beispiel zeigt exemplarisch, dass Begriindun-
gen mit Hilfe der Termstruktur nicht prasent sind. Dies zeigt sich auch bei
der Aufgabe zum Schaubild einer Geraden einen passenden Funktionsterm
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zu finden und diesen zu begriinden. Nur 11,7% haben eine korrekte und voll-
standige Begrundung aufgeschrieben, bei der auf y-Achsenabschnitt und
Steigung eingegangen wird. 12,8% haben einen Mafstab erstellt und kon-
krete Werte fir die beiden Parameter bestimmt. Die Anwendung von Funk-
tionsgraphen zum graphischen Lodsen ist nur schwach ausgepragt. So sind
viele Schiilerinnen und Schiiler in der Lage Wurzelfunktionen zu identifizie-

ren und zu zeichnen. 77,2% zeichneten die Funktion f(x) = vx — 4 korrekt.
Jedoch l6sten nur 8,7% die Gleichung vx = x graphisch korrekt. Dies
schlieBt jene Schilerinnen und Schiiler mit ein, die diese Gleichung zu v/x —
x = 0 umformten und anschlielend mit Nullstellen argumentierten. Die

Gleichung vx — 1 = 4x lésten nur noch 4,7%; 43,6% haben dort gar nichts
aufgeschrieben.

Es bestehen also erhebliche Defizite im inhaltlichen Lésen von Gleichungen
und konkreter Forschungsbedarf, um Unterricht auf diesem Gebiet zu ver-
bessern und zu férdern.

Literatur

Barzel, B. & Holzépfel, L. (2011). Gleichungen verstehen. Mathematik Lehren, 109, 2-7

Demby, A. (1997). Algebraic procedures used by 13-to15-year-olds. Educational Studies
in Mathematics, 33, 45-70.

Fanghanel, G. (1984). Zum Arbeiten mit Aufgaben im Mathematikunterricht an den zehn-
klassigen allgemeinbildenden polytechnischen Oberschulen der DDR. Berlin, Akad. d.
Padag. Wiss. d. DDR, Diss. B.

Flade, L., Goldberg, E. & Mounnarath, VV.N. (1992). Inhaltliches L&sen von Gleichungen
— eine legitime Methode. Mathematik Lehren, 51, S.15-18.

Flade, L. & Mounnarath, V.N. (1992). Zur Kdénnensentwicklung beim Losen linearer
Gleichungen — Ergebnisse aus mehreren Landern. Mathematik Lehren, 51, S.11-14.

Henning, H. (1998). Gleichungen ... und was dahinter steckt! Mathematische Un-
terrichtspraxis, 1, 39-46.

Kieran, C. (1989). The Early Learning of Algebra: A Structural Perspective. In Wagner,
S. & Kieran, C. (Hrsg.), Research issues in the learning and teaching of algebra (S.
33-56). Reston: National Council of Teachers of Mathematics.

Rosin, H. (1984). Inhaltliches Lésen von Gleichungen. Mathematik in der Schule, 22(1),
S.38-44.

Walsch, W. (1992). Gleichungen im Mathematikunterricht. Mathematik Lehren, 51, S.6-
10.

Zell, S. (2010). Fachertbergreifende Elemente im Mathematikunterricht zur Férderung
von mathematical literacy. Franzbecker, Hildesheim, Berlin.

U. Kortenkamp & A. Kuzle (Hrsg.),
Beitrdge zum Mathematikunterricht 2017. Miinster: WTM-Verlag.
Seite 1072





