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Ahnlichkeiten und Analogien zwischen mathematischen
Problemstellungen aus Schulersicht

In der Mathematik als Strukturwissenschaft (C. F. v. Weizsécker) kommt
Analogien eine herausragende Bedeutung zu. Damit zusammenhédngend
gilt das Konstruieren und Nutzen von Analogien beim mathematischen
Problemltsen als wichtiger heuristischer Ansatz (z. B. Polya, 1954). In
zahlreichen psychologischen und mathematikdidaktischen Untersuchungen
wurde aber auch dessen besondere Ansprichlichkeit nachgewiesen. So
deutet eine von Novick (1988) durchgefiihrte Studie mit 60 Studierenden
auf einen Zusammenhang zwischen Problemldseexpertise und erfolgrei-
chem Transfer hin, zeigt gleichzeitig jedoch selbst in der Expertengruppe
Schwierigkeiten bei der Identifizierung geeigneter Gemeinsamkeiten ma-
thematischer Problemstellungen auf. Zu &hnlichen Ergebnissen kommt
McVey (1993), die Transferleistungen beim Bearbeiten mathematischer
Probleme mit 13- bis 14-jahrigen mathematisch begabten und hochbegab-
ten Schilerinnen und Schilern untersuchte, wéhrend &ltere durchschnittlich
und Uberdurchschnittlich leistungsstarke Lernende als Vergleichsgruppe
dienten. Fur das Grundschulalter zeigen beispielsweise die Studien von
Almus und Forster (2013), dass auch fir mathematisch begabte Dritt- und
Viertklassler das Konstruieren und Nutzen von Analogien bei mathema-
tisch reichhaltigeren Problemen sehr anspruchsvoll ist.

Die Studienergebnisse weisen ferner darauf hin, dass Transferprozesse
durch verschiedenartige Ahnlichkeiten zwischen mathematischen Proble-
men initiiert werden kdnnen. Neben strukturellen scheinen vor allem ober-
flachliche Ahnlichkeiten entscheidend zu sein. So deutet sich an, dass letz-
tere haufig zu negativem Transfer (ver-)fuhren, gelegentlich beim Prob-
lembearbeiter aber auch weitergehende Suchprozesse auslosen kénnen. Al-
lerdings wurde in den meisten der beschriebenen Studien der Einfluss von
Ahnlichkeiten zwischen Problemstellungen auf Bearbeitungsprozesse le-
diglich implizit aus der Bearbeitung des Zielproblems erschlossen. Es las-
sen sich somit nur Vermutungen dartiber anstellen, anhand welcher Merk-
male (vermeintliche) Ahnlichkeiten konstruiert und positive bzw. negative
Transferprozesse ausgeldst wurden. Das nachfolgend beschriebene For-
schungsanliegen hat sich daher zum Ziel gesetzt, explizit in den Blick zu
nehmen, anhand welcher Merkmale Grundschulkinder mathematische Auf-
gaben bzw. Probleme als &hnlich ansehen.
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Zielsetzungen und Forschungsfragen

Die Studie widmet sich dem Ziel, Konzepte von Ahnlichkeit zwischen ma-
thematischen Aufgaben bei Grundschulkindern zu beschreiben. Dabei ste-
hen folgende Forschungsfragen im Fokus:

- Auf Grundlage welcher Kriterien schatzen Grundschulkinder mathe-
matische Aufgaben als dhnlich ein?

— Auf Grundlage welcher Kriterien schatzen Grundschulkinder mathe-
matische Aufgaben als dhnlich bearbeitbar ein?

— Auf Grundlage welcher Kriterien konstruieren Grundschulkinder ahn-
liche Aufgaben?

Studiendesign

In halbstandardisierten Leitfadeninterviews bearbeiteten die Kinder zu-
néchst eine Quellaufgabe (Q) und erlduterten ihr VVorgehen, bevor ihnen
drei weitere Aufgaben vorgelegt wurden. Diese stimmten jeweils in genau
einem der Merkmale ,,Kontext“ (Aufgabe A), ,mathematische Struktur*
(Aufgabe B) oder ,,Zahlen und Reihenfolge der Zahlen* (Aufgabe C) mit Q
uberein. Nach dem Lesen der Aufgaben sollten die Kinder einschatzen,
welche der Aufgaben zu Q ahnlich sind und die Ahnlichkeiten ggf. benen-
nen. Im Anschluss waren die Aufgaben hinsichtlich ihres Ahnlichkeitsgra-
des zu Q zu ordnen. Daraufhin wurden die VVorgehensweisen bei der Bear-
beitung der Aufgaben in den Mittelpunkt der Betrachtung gestellt, indem
die Kinder diejenige Aufgabe unter A, B und C auswahlen sollten, die sich
ahnlich zu Q bearbeiten lasst. Nach der Bearbeitung der ausgewahlten Auf-
gabe wurden die Kinder schlieBlich angehalten, eine eigene Aufgabe zu
konstruieren, die sich ahnlich zu Q bearbeiten lasst.

Bislang wurden in Halle an der Saale 50 Interviews mit Dritt- bis Sechst-
klasslern durchgefiinrt. Es kamen vier verschiedene Aufgabensets
(Q+ABC) zum Einsatz, von denen jedes teilnehmende Kind eines bearbei-
tete. Alle Interviews wurden videographiert und transkribiert. Neben einer
quantitativen Erfassung der Schulerentscheidungen sollte vor allem durch
eine qualitativ-interpretative Analyse der Interviews erschlossen werden,
welche Kriterien die Kinder fir ihre Ahnlichkeitsurteile heranziehen.

Ergebnisse

In der Untersuchungsgruppe zeigte sich hinsichtlich der von den Kindern
genannten Ahnlichkeiten zwischen den Aufgaben eine groRe Vielfalt. Er-
wartungsgemal fanden sich AuBerungen zu Oberflachendhnlichkeiten wie
Objekten (Namen, Begriffe, Orte), Handlungen, Zahlenwerten sowie zu
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Merkmalen, die sich starker auf zugrunde liegende Strukturen bezogen, wie
gegebenen oder gesuchten Werten, Fragestellungen oder anwendbaren
Vorgehensweisen. Daruiber hinaus duf3erten sich einige Kinder jedoch auch
zu Ahnlichkeiten, die bei der Aufgabenkonzeption so nicht intendiert wa-
ren. Dies waren vorwiegend inhaltliche Verkniipfungen wie z. B. ,,Uberall
etwas Schones®, ,,Alle spiclen mit“. Unterschiede zeigten sich auch hin-
sichtlich der Anzahl und der Unterschiedlichkeit der geduBerten Merkmale.
Waéhrend einige Kinder fur jede Aufgabe nahezu alle bei der Aufgabenkon-
zeption beriicksichtigten Ahnlichkeiten nannten, fokussierten andere Kin-
der Uber alle Aufgaben hinweg auf gleichartige Kriterien.

Anhand der vorliegenden Daten lieRen sich bislang drei verschiedene Ahn-
lichkeitskonzepte rekonstruieren: erwartungsgemaR ein strukturorientiertes
und ein oberflachenorientiertes, aber auch ein variantes Ahnlichkeitskon-
zept. Das strukturorientierte Ahnlichkeitskonzept zeichnet sich durch so-
fortige ldentifizierung und Benennung von (wesentlichen) strukturellen
Gemeinsamkeiten zwischen Q und B aus. Diese werden zu allen Zeitpunk-
ten des Interviews von den Nutzern dieses Konzepts als wichtigste (zum
Teil einzig relevante) Ahnlichkeitsmerkmale angesehen. Meist verwenden
diese Kinder bei der Bearbeitung von Q und B gleiche Bearbeitungswege
oder auflern explizit, dass gleiche Bearbeitungswege moglich waren. Die
selbst konstruierten Aufgaben sind meist analog zu Q oder weisen zumin-
dest sehr groRe Ahnlichkeiten auf.

Ein oberflachenorientiertes Ahnlichkeitskonzept zeigt sich darin, dass sich
ein Kind zu keinem Zeitpunkt des Interviews fir B als ahnlich(st)e oder
ahnlich zu bearbeitende Aufgabe entscheidet. Dies schlief3t nicht aus, dass
(auf Nachfrage) strukturelle Gemeinsamkeiten von Q und B genannt wer-
den, fiir die Bewertung von Ahnlichkeit scheinen diese jedoch keine Rolle
zu spielen. Da die Schulerinnen und Schiiler sich bei der Bearbeitung fur
eine nicht-strukturgleiche Aufgabe entscheiden, differieren erwartungsge-
mal auch die Bearbeitungswege. Teilweise ist jedoch ein negativer Trans-
fer zu beobachten, bei dem in die gewahlte Aufgabe strukturelle Gemein-
samkeiten zu Q hineingedeutet werden und eine zu Q &hnliche, hier fehler-
hafte Bearbeitung erfolgt. In anderen Féllen werden von den Kindern Ge-
meinsamkeiten ihrer Bearbeitungswege benannt, die sich vorwiegend auf
grobe Ahnlichkeiten beziehen (,,bei beiden plus®) oder allgemeine Bearbei-
tungsmittel betreffen (Skizze, Tabelle). Die selbst konstruierten Aufgaben
weisen groBtenteils nur geringe Ahnlichkeiten zu Q auf. Haufig sind die
Angaben in den Aufgaben unvollstandig.

Von einem varianten Ahnlichkeitskonzept sprechen wir dann, wenn die
Kinder zwischen ,,dhnlicher Aufgabe‘ und ,,dhnlich zu bearbeitender Auf-
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gabe“ konfliktfrei unterscheiden. Dabei wird die Ahnlichkeit von Aufgaben
zumeist anhand von Oberflachenmerkmalen entschieden. Diese treten fir
die Einschéatzung von ahnlich zu bearbeitenden Aufgaben in den Hinter-
grund und stattdessen werden strukturelle Merkmale oder Ahnlichkeiten im
Bearbeitungsweg als fir den Vergleich wesentlich angesehen. Selbst kon-
struierte Aufgaben sind zur Quellaufgabe analog oder ahnlich.

Folgerungen

Im Rahmen der vorliegenden Studie konnten unterschiedliche Ahnlich-
keitskonzepte herausgearbeitet werden. Fur den Mathematikunterricht se-
hen wir dabei die die folgenden methodisch-didaktischen Konsequenzen:

Prinzipiell ist das strukturorientierte Konzept wiinschenswert, da es Schiile-
rinnen und Schuler damit sehr schnell gelingt, strukturelle Gemeinsamkei-
ten zwischen mathematischen Aufgaben zu erkennen und fiir die Bearbei-
tung oder Entwicklung eigener Aufgaben zu nutzen.

Die Existenz eines varianten Ahnlichkeitskonzepts, in dem zwischen &hnli-
chen und &hnlich zu bearbeitenden Aufgaben konfliktfrei unterschieden
wird, weist auf die Bedeutung von Aushandlungs- bzw. Verstandigungs-
prozessen fur mathematisches Tatigsein hin. Fir den Mathematikunterricht
erscheint es deshalb wichtig, die heuristische Nutzbarkeit von Aufgaben-
ahnlichkeiten ausfihrlich bzw. deutlich zu thematisieren.

Das oberflachenorientierte Ahnlichkeitskonzept kann insofern als proble-
matisch angesehen werden, als dass sowohl das Analogisieren als heuristi-
scher Ansatz von Lernenden als auch das Einsetzen von Analogien als di-
daktische Methode von Lehrenden wenig Aussicht auf Erfolg haben, wenn
Schulerinnen und Schuler vorrangig auf Oberflachenmerkmale fokussieren.
An dieser Stelle scheinen didaktische Interventionen notwendig.
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