Claudia BOTTINGER, Essen

Differenzierung in Mathematik-Veranstaltungen mithilfe von
Lernumgebungen am Beispiel ,,Einfithrung in die
mathematische Logik*

1. Ausgangslage

Seit einiger Zeit wird an der Universitat Duisburg-Essen die Veranstaltung
,Einfihrung in die mathematische Logik® angeboten, eine zweistiindige
Vorlesung mit angegliederter zweistiindiger Ubung. Es ist eine Veranstal-
tung des sogenannten Ergdnzungsbereichs und wird flr Studierende der
Wirtschaftswissenschaften im Bereich ,,Allgemeinbildende Grundlagen des
Fachstudiums*, fiir Mathematik-Studierende im Bereich ,,Schliisselkompe-
tenzen und fiir alle sonstigen Studierenden im Bereich ,,Studium libe-
rale* angeboten.

2. Besonderheiten der Logik

Die formale Logik ist eine Theorie formaler Systeme mit einer Tradition, die
bis auf Aristoteles zuriickgefihrt wird. Ihr Gebiet umfasst verschiedene Fra-
gestellungen wie Beweisen und Beweisbarkeit, Klassifikation von Modellen
fir Axiomensysteme, Aufbau von Mengen und damit verbunden die Kon-
struktion von Ordinal- und Kardinalzahlen, Berechenbarkeit und ihre Gren-
zen usw. Die mathematische Logik lebt von einer klaren Trennung zwischen
dem formalen Kalkiil, der Syntax, und der Semantik, den ,,konkreten mathe-
matischen Strukturen®, iiber die Satze bewiesen werden konnen. Verbunden
damit sind viele neue Notationen, weil immer unterschieden werden muss,
ob man sich auf der Ebene der Syntax oder der Semantik bewegt. Wegen des
hohen Abstraktionsgrades der Logik und der groRen Heterogenitét der Stu-
dierenden lohnt sich ein Blick in die Lehrerbildung, wo z. B. im Hinblick auf
das Fach Lineare Algebra vergleichbare Probleme diskutiert werden, etwa in
(Beutelspacher, Danckwerts, Nickel, Spies, & Wickel, 2011).

Im Einzelnen werden dort folgende Aspekte berticksichtigt
¢ eine genetische Orientierung,
e eine besondere Rolle der Elementarmathematik,
o der wissenschaftliche Charakter,
e die Verzahnung von Schul- und Hochschulmathematik.

Ubertragt man diese Aspekte auf die Logik, so bedeutet die genetische Ori-
entierung, aufzuzeigen, wie sich Begriffe entwickelt haben, auch historisch.
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D. h. die Veranstaltung beginnt mit einem historischen Uberblick tber die
Logik, bei vor allem herausgearbeitet wird, wie sich einerseits die Idee des
SchlielRens und andererseits die Idee der strikten Trennung zwischen Syntax
und Semantik entwickelt hat. Soweit moglich, wird im Laufe der Veranstal-
tung immer wieder darauf verwiesen.

Im Rahmen der groBeren Rolle von Elementarmathematik geht es darum,
dass eine explizite Verbindung hergestellt wird zwischen den Konzepten der
Mathematik, die in der Regel kompakt und schliissig dargestellt werden, und
den mathematischen Phdnomenen, die damit organisiert werden. Wegen der
besonderen Studierendengruppe muss diese Elementarmathematik explizit
eingefiihrt werden. Im Augenblick sind dies Dualzahlen, der Korper Z,, Re-
lationen und Funktionen, Graphen und Mengen. Diese Strukturen sind aus
Hochschulperspektive elementar, lassen sich anschaulich erklaren und die
Bedeutung fur die Mathematik allgemein und fiir die Logik speziell 1&sst sich
gut herausstellen.

Beim wissenschaftlicher Charakter der Mathematik geht es (Beutelspacher,
Danckwerts, Nickel, Spies, & Wickel, 2011, S. 11) vor allem um die Bedeu-
tung im Rahmen der Lehrerbildung. Diese Grundidee soll (ibertragen werden
auf Studierende anderer Studiengénge als der Mathematik. Gerade im Be-
reich der optionalen Studien, in dem an der Universitat Duisburg-Essen die
akademische Allgemeinbildung angesiedelt ist, sollen Studierende exempla-
risch erfahren, wie Mathematik arbeitet und auf welche Weise die Wahrheit
einer mathematischen Aussage nachgewiesen wird. Dabei geht es ganz be-
sonders um die Rolle der Beweise, die die diese Studierenden nicht kennen,
und die gerade in der Logik in doppelter Hinsicht zentral ist. Auf der einen
Seite steht das formale Beweisen in der Sprache der Logik auf der anderen
Seite das Beweisen in mathematischen Strukturen, was Mathematik-Studie-
rende seit dem ersten Semester trainieren.

Die Verzahnung von Schul- und Hochschulmathematik spielt in der Lehrer-
bildung selbstredend eine zentrale Rolle und sollte auch im Studium liberale
eine Leitidee sein. Fir die Veranstaltung Logik stellt dies im Augenblick die
groRte Herausforderung dar, weil man praktisch kaum an Beweise oder ma-
thematische Strukturen anknupfen kann. Im Augenblick bleibt die Sprache
der Algebra aus der Mittelstufe, an die im Rahmen der Pradikatenlogik an-
gekntpft werden kann.

3. Umgang mit Heterogenitat

Um den unterschiedlichen Voraussetzungen der Studierenden gerecht zu
werden, wird angestrebt, ausgewéhlte Konzepte der Lernumgebungen wie
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sie in der Mathematikdidaktik diskutiert und bereits ab der Grundschule ein-
gesetzt werden, soweit moglich auf die Logik anzuwenden (Hengartner, Hirt,
& Wilti, 2007, Hirt & Walti, 2008, Krauthausen & Scherer, 2014, Bruder,
Linneweber-Lammerskitten & Reibold, 2015)

Wittmann (1998) hat als zentrale Aufgaben der Mathematikdidaktik einen
Kern herausgearbeitet, der sicherlich auch fir die Entwicklung hochschul-
mathematischer Veranstaltungen tragfahig ist. Inzwischen ist das Konzept
der substantiellen Lernumgebungen deutlich ausgearbeitet worden und die
Kriterien von unterschiedlichen Autoren differenziert beschrieben worden,
z. B. (Hengartner, Hirt, & Walti, 2007, S. 20). Die Autoren stellen u. a. her-
aus, dass sie tber eine niedrige Eingangsschwelle verfiigen mussen, struktu-
relle Entdeckungen auf verschiedenen Niveaus ermoglichen sollen und das
Problemldsen, Darstellen und Begriinden fordern sollen.

Ubungsaufgaben zur Logik werden nun in unterschiedlichen Abstraktions-
graden — angepasst auf die jeweilige Studierendengruppe — gestellt.

Als Beispiel fur dieses Vorgehen soll eine Aufgabe zum Kompaktheitssatz
der Aussagenlogik dienen. Der Kompaktheitssatz besagt:

Eine (moglicherweise unendliche) Formelmenge ist erfullbar genau dann,
wenn sie endlich erfullbar ist.

(Ebbinghaus, Flum, & Thomas, Einflhrung in die mathematische Logik,
2007, S. 93)

Eine traditionelle Ubungsaufgabe dazu lautet:

Wenden Sie den Kompaktheitssatz an, um zu zeigen, dass jedes unendliche
lineare Gleichungssystem lber Z, genau dann l6sbar ist, wenn jedes endli-
che Subsystem l6sbar ist.

Mathematikstudierende erhalten genau diese Aufgabenstellung. Fur die (b-
rigen gibt es Variationen, die der ldee der Lernumgebung entlehnt sind.

Vorangestellt werden folgende Aufgabenstellungen
e Gleichungssysteme mit zwei und drei Variablen Uber R
e Lineare Gleichungssysteme mit zwei und drei Variablen uber Z,
e Losen endlicher LGS Uber Z, mithilfe des Gauss’schen Algorithmus

e Ubertragen einer linearen Gleichung uiber Z, in eine aussagenlogische
Formel

Von den oben angegebenen Aspekten fiir Ubungsaufgaben lassen sich einige
hier wiederfinden. Die Behandlung linearer Gleichungssysteme knipft an
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die Schulmathematik an, die Nutzung von Z, lasst sich der Elementarmathe-
matik zuordnen (jedenfalls aus Sicht der Hochschulmathematik). Glei-
chungssysteme sind relevant in den unterschiedlichsten Anwendungsfachern
und stellen eine der zentralen Leitideen in unterschiedlichen mathematischen
Disziplinen dar. Die Erflllbarkeit von Formelmengen ist ein zentraler Be-
griff der Logik — auch fiir Informatiker.

Analog lasst sich z. B. der Craigsche Interpolationssatz in abstrakter Form
fur Mathematikstudierende und mithilfe von Beispielen fiir die Gbrigen Stu-
dierenden als Aufgabe stellen.

Die Besprechung der verschiedenen Aufgabenteile erfolgt traditionell in den
Ubungen. Als Vorbereitung tragen die Studierenden ihre Ergebnisse grup-
penweise zusammen wobei darauf geachtet wird, dass im Sinne eines Grup-
penpuzzles jeder Kleingruppe Studierende unterschiedlicher Gruppen zuge-
horen. Gerade diese Art der Besprechung liefert eine Rechtfertigung dafiir,
dass Mathematik-Studierende die Veranstaltung im Bereich der Schlissel-
qualifikationen angerechnet bekommen.

Eine ausfuhrliche Fassung dieses Beitrags erscheint in den Publikationen
zum Hansekolloquium 2018.
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