Hans-Jirgen ELSCHENBROICH, Korschenbroich

Rettet die Anschauung!

Der Computer in seinen Varianten vom PC (ber Tablet bis Smartphone hat
ein grofles Potential zur dynamischen Visualisierung. Er ist jedoch nicht
per se anschaulich, auch wenn ein Bildschirm das suggeriert, sondern kann
auch hinderlich sein oder auf Abwege fuihren. Wohlverstanden kann er aber
Anschauung schaffen und erweitern und Schileraktivitaten fordern.

1. Rettet die Phanomene!

WAGENSCHEIN (1977) forderte ,,in allen Schularten von Anfang an und
immer wieder dem Grundsatz zu folgen: Zum Verstehen gehort: Stehen auf
den Phanomenen®. Ein Phanomen ist laut Wikipedia ein aus dem Altgrie-
chischen libernommener Begriff, ,.ein sich Zeigendes, ein Erscheinendes *,
,»eine mit den Sinnen wahrnehmbare Einheit des Erlebens. WAGENSCHEIN
steht so in einer Reihe mit Philosophen, Padagogen und Mathematikern.

KANT formulierte die berihmten Sétze: ,,So fangt denn alle menschliche
Erkenntnis mit Anschauungen an, geht von da zu Begriffen und endigt mit
Ideen.* ,,Gedanken ohne Inhalt sind leer. Anschauungen ohne Begriffe sind
blind.” ,,Der Verstand vermag nichts anzuschauen und die Sinne vermégen
nichts zu denken. Nur daraus, daR sie sich vereinigen, kann Erkenntnis ent-
springen. * (KANT, 1781)

PESTALOZzI forderte, ,,die mechanische Form allen Unterrichts den ewigen
Gesetzen zu unterwerfen, nach welchen der menschliche Geist sich von
sinnlichen Anschauungen zu deutlichen Begriffen erhebt* und betonte
,,}dal’ jede Erkenntnis von der Anschauung ausgehen und auf sie miisse zu-
rickgefiihrt werden konnen (PESTALOZzzI, 1801).

KLEIN charakterisierte: ,,Die Art des Unterrichtsbetriebes /...] kann ich
vielleicht am besten durch die Stichworte anschaulich und genetisch kenn-
zeichnen, d. h. das ganze Lehrgeb&aude wird auf Grund bekannter anschau-
licher Dinge ganz allmé&hlich von unten an aufgebaut®. (KLEIN, 1933)

2. Rettet die Ideen!

Ein Jahr nach WAGENSCHEIN folgte der Aufruf von VOLLRATH (1978). Der
erste Satz lautete: ,,Der Mathematikunterricht lasst sich durch Leitideen
strukturieren® (wobei anzumerken ist, dass die von VOLLRATH aufgefihr-
ten Ideen nicht ganz dem Verstandnis von Leitideen der Bildungsstandards
entsprechen). VOLLRATH mahnte im Folgenden, sich nicht ,,von der Macht
des Kalkils berauschen zu lassen®, und warnte vor ,.einer volligen Verne-
belung der Ideen durch eine pseudomathematische Terminologie“. Er be-
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tonte, ,,dal} sich manche bedeutende Ideen mit geringem formalen Aufwand
vermitteln lassen* und ,,daR es jeweils so etwas wie eine genetisch funda-
mentale ldee gibt, die dem Begriffsbildungsprozel’ zugrundeliegt®.

3. Aspekte von Funktionen

Die Meraner Reform forderte schon vor einem Jahrhundert die ,,Gewohn-
heit des funktionalen Denkens*“ und diese solle ,,auch in der Geometrie
durch fortwahrende Betrachtung der Anderungen gepflegt werden, die die
ganze Sachlage durch Grofien- und Lagenanderung im einzelnen erlei-
det. (GUTZMER, 1908), was ein sehr anschaulicher Ansatz war.

Das hat auch LIETZMANN stark beeinflusst. Er spricht bei Funktionen von
der analytischen Form, von Tabelle und graphischer Darstellung (was wir
heute neben Text die vier Gesichter einer Funktion nennen) und nennt zu-
satzlich noch die ,,Abhangigkeit in geometrischem Gewande*. Denn: ,,Je-
der geometrische Ort ist die Festlegung einer funktionalen Abhangig-
keit.” (LIETZMANN, 1916)

Wir finden hier ein modern anmutendes Verstdndnis von Funktionen. Der
fast in Vergessenheit geratene Aspekt der ,,Funktion in geometrischem Ge-
wande* kann heutzutage mit dynamischer Software problemlos als Ortsli-
nie zum Tragen kommen (Graphenplotter).

4. Facetten der Anschauung

Im Folgenden sollen einige Beispiele zu Facetten der Anschauung vorge-
stellt werden. Die Textform kann natdrlich nicht die Dynamik vermitteln,
die Beispiele kdnnen aber im Internet heruntergeladen und dynamisch be-
trachtet werden (www.geogebra.org/m/MZDvBxVm).

Von Phanomenen ausgehen

3x3 LGS werden in der Sek | (wenn berhaupt noch) nur algorithmisch ge-
l6st, eine graphische Losung ist nur bei 2x2 LGS dblich. Und blof3es Be-
nutzen des Solve-Befehls im CAS-Modus bringt zwar ein Ergebnis, aber
kein Verstandnis. In GeoGebra kdnnen wir einfach die Gleichungen in die
Eingabezeile schreiben und erhalten unmittelbar (d. h. ohne Thematisie-
rung der Normalform einer Ebenengleichung) eine Darstellung der zugeho-
rigen Ebene im 3D-Fenster (das mussen wir als Phdnomen akzeptieren).
Die Ebenenschnitte kénnen wir dann mit entsprechenden Befehlen be-
stimmen und kommen damit graphisch zur Lésung.

Virtuelle Phdnomene wahrnehmen

Mit einer geeigneten Lernumgebung konnen wir virtuell an einem Oktaeder
gleichzeitig an allen Ecken gleichgroRe Pyramiden abschneiden, deren
Grolke mit einem Schiebereger steuern und den dynamischen Prozess auf
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Sonderfélle untersuchen, was mit klassischer Handlungsorientierung so
nicht moglich ist; unsere Anschauung wird also erweitert.

Fortwéhrende Betrachtung der Anderungen

Bei der Bestimmung der Scheitelpunktform einer quadratischen Funktion
verdeckt der klassische Zugang uber die quadratische Ergénzung fiir viele
Schiiler den mathematischen Kern und erhoht die Hirden. Mit einer geeig-
neten Lernumgebung erhalten wir einen graphischen Zugang: Wir ziehen
an einer Parabel und untersuchen die Auswirkung der Veradnderung der La-
ge der Parabel auf den Funktionsterm, und kénnen so den Aufbau der
Scheitelpunktform verstehen.

Sich nicht von der Macht des Kalkdls berauschen lassen

Die p-g-Formel gehort zum unerschitterlichen Arsenal des Mathematikun-
terrichts (,Mitternachtsformel‘). Den Bildungswert von auswendig gelern-
ten Formeln kann man jedoch bezweifeln. Nicht ohne Grund kam es zur
Diskussion, welche handwerklichen Rechenkompetenzen im CAS-Zeitalter
noch unverzichtbar sind. Das bloRe Ablesen der Lésungen im Taschen-
rechner hat jedenfalls keinen Bildungswert. Einen solchen sehe ich aber
wohl in dem Zusammenhang zwischen Scheitelpunkt S und Nullstellen, der

dann in der Formel x; , = x5 + ,/—ys mindet.

Funktion in geometrischem Gewande

Die Einflhrung des Sinus tber rechtwinklige Dreiecke behindert das Ver-
stdndnis des Sinus als Funktion, sowohl wegen der Beschrankung auf Win-
kel bis 90° als auch wegen GradmalR statt Bogenmald im Argument. Durch
eine geeignete geometrische Konstruktion kdnnen wir aus einer Kreisbe-
wegung von P einen Punkt P “ konstruieren, dessen Bahn uns graphisch die
Sinuskurve als Ortslinie liefert.

Bedeutende Ideen mit geringem formalen Aufwand vermitteln

Mit der ,Funktionenlupe‘ bekommen wir einen anschaulichen und kal-
kilfreien Zugang zu Steigung und Ableitung durch die Visualisierung der
lokalen Linearitdt und durch ein anschauliches Verstandnis von Tangente
als Schmiegegerade (ELSCHENBROICH, 2015). Mit einem Schieberegler
koénnen wir die Variable h steuern und damit einen Ausschnitt des Graphen
lokal zoomen, bis er wie eine Gerade aussieht. Deren Steigung nehmen wir
als lokale Steigung des Funktionsgraphen von f. Weiter kdnnen wir zu ei-
nem Punkt (x, f(x)) auf dem Graphen von f zwei weitere Punkte (xth,
f(xxh)) und damit zwei Sekanten erzeugen. Fir immer Kkleinere h erleben
wir das anschauliche Zusammenfallen der beiden Sekanten zur Tangente.
Nattrlich hat dies eine Schranke (hier h =0.0001) und ist kein echter
Grenzwert-Prozess, ermdglicht aber eine tragféhige Vorstellung.

507



Keine Vernebelung der Ideen

Neben der Steigung ist die Krimmung ein weiterer wichtiger Begriff mit
groller Alltagsbedeutung. Dennoch wird die Krimmung (als MaR, jenseits
des Vorzeichens) in der Schule nicht behandelt, weil der analytische Zu-
gang uber das Schulniveau weit hinausgeht. Mit den drei Punkten aus der
Funktionenlupe kdnnen wir nun einen anschaulichen geometrischen Weg
gehen, indem wir mit diesen Punkten einen Kreis konstruieren und dessen
Verhalten wieder fur immer kleinere h untersuchen. Der Kreis stabilisiert
sich schliellich, und aus dem Radius des Schmiegekreises gewinnen wir
anschaulich und in guter Naherung die Krimmung als Kehrwert (betrag-
lich, ggf. zusatzlich noch das VVorzeichen von f* hinzuziehen).

5. Fazit

Computer haben zwar einen Bildschirm, sind aber nicht per se anschaulich.
Sie kénnen die Wahrnehmung erweitern, kénnen sie aber auch erschlagen.
Dynamische Visualisierungen kénnen die Anschauung erweitern, Einsehen
und Verstehen unterstiitzen, wenn sie einem didaktischen Konzept folgen
und Lernaktivitaten, Entdecken und Durchdenken ermdglichen. Die Lehr-
krafte missen dabei bereit sein, sich auf Phdnomene, die solche dynami-
schen Visualisierungen und Lernumgebungen als black box liefern, einzu-
lassen und sie zu akzeptieren, und sich nicht nur auf Anschauung im enge-
ren Sinne beschranken.
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