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Verstandnis der Ableitung im Kontext der Grenzkosten in der
Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftler

Einleitung

Das Konzept der Ableitung spielt eine wesentliche Rolle in den Wirt-
schaftswissenschaften. Studierende der Wirtschaftswissenschaften sollten
daher in der Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftler ein adédquates Ver-
stdndnis des Konzepts und dessen Anwendung in den Wirtschaftswissen-
schaften erwerben. Fiir Letzteres ist es wichtig, dass die Studierenden Wer-
te der Ableitung in 6konomischen Kontexten interpretieren kénnen. Ein
Verstandnis der in der Okonomie Ublichen Interpretation als Zuwachs der
Funktion bei Erh6hung der Produktion um eine Einheit ist aber nicht trivi-
al, und steht im Widerspruch zum Vorwissen der Studierenden zur Ablei-
tung. Daher sollte sie sorgféltig mit deren VVorwissen verknlpft, und ge-
rechtfertigt werden. In diesem Beitrag wird eine Studie vorgestellt, mit der
untersucht wurde, inwieweit Studierende der Wirtschaftswissenschaften
nach Besuch ihrer mathematischen Lehrveranstaltung am Beispiel der
Grenzkosten eine adaquate Verbindung zwischen der Ableitung und ihrer
okonomischen Interpretation herstellen kénnen.

Die Problematik der 6konomischen Interpretation der Ableitung —
stoffdidaktische Uberlegungen

Wie bereits erwahnt, ist ein Verstandnis der 6konomischen Interpretation
der Ableitung nicht trivial, was am Beispiel der Grenzkosten, der Ableitung
K'(x) einer Kostenfunktion, erklart werden soll. Werte der Grenzkosten
K'(x) werden in der Okonomie haufig als Zusatzkosten der nichsten Ein-
heit interpretiert (Schierenbeck & Wohle, 2003). Nimmt man diese Inter-
pretation jedoch wortlich, so entspricht ihr eigentlich ein anderes mathema-
tisches Objekt, ndmlich die Kostendifferenz K(x + 1) — K(x). Diese un-
terscheidet sich von der Ableitung in der Einheit (die Ableitung ist eine
Anderungsrate, die Kostendifferenz nicht) und in der Regel numerisch. Der
numerische Unterschied kann fir die den Studierenden aus der Schule be-
kannten Funktionen auch nicht vernachléssigt werden. Daher widerspricht
die 6konomische Interpretation der Ableitung zunéchst dem Vorwissen der
Studierenden zum Ableitungskonzept. Sie sollte deshalb gut mit diesem
Vorwissen verknipft und fur 6konomische Kontexte gerechtfertigt werden.

Eine mdgliche Verbindung zwischen K'(x) und K (x + 1) — K(x) ware die
Formel K(x + h) — K(x) = K'(x) - h fir h = 0. Hinter ihr steckt die Idee
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der lokalen linearen Approximation (Feudel, 2017a). Da h = 1 in der Oko-
nomie klein ist, geht man in der Okonomie oft davon aus, dass die numeri-
schen Werte von K'(x) und K(x + 1) — K(x) anndhernd gleich sind. Ge-
gebenenfalls muss die Einheit verkleinert werden (Rei3, 2007). Eine im
Kontext gentigend kleine Einheit bezeichnet Reil} auch als marginale Ein-
heit. Eine rigorose mathematische Begriindung, warum man bei geniigend
kleinen Einheiten von einer guten Approximation der Ableitung K'(x)
durch K(x + 1) — K(x) (oder andersrum) ausgehen kann, befindet sich in
Sackarendt (2018).

Die Problematik der 6konomischen Interpretation der Ableitung —
bisherige empirische Erkenntnisse

Empirische Studien zeigen, dass die in der Okonomie vorgenommene
Gleichsetzung von K'(x) und K(x + 1) — K(x) fur Studienanfanger der
Wirtschaftswissenschaften nicht intuitiv ist. In einem im September 2015
durchgefiihrten Vortest an der Universitdt Paderborn interpretierten nur 3
von 143 Probanden die Ableitung K'(x) als Zusatzkosten der néchsten
(marginalen) Einheit (siehe auch (Feudel, 2017b)). Umgekehrt verwende-
ten nur 4 der 143 Probanden die Ableitung zur Bestimmung von Zusatzkos-
ten bei Erhohung einer Produktion von 100 auf 101 Stiick. Dementspre-
chend sollte die 6konomische Interpretation der Ableitung in der Lehrver-
anstaltung sorgféltig mit dem Vorwissen der Studierenden zur Ableitung
verknilpft, und die Gleichsetzung von K'(x) und K(x + 1) — K(x) in der
Okonomie gerechtfertigt werden.

Aber auch nach der mathematischen Lehrveranstaltung demonstrierten vie-
le Studierende der Wirtschaftswissenschaften ein eher oberflachliches Ver-
stdndnis der ©konomischen Interpretation der Ableitung. So zeigten
Mkhatshwa and Doerr (2015), dass Studierende beim Problemldsen die
Grenzkosten als Zusatzkosten und nicht als Anderungsrate verstanden, ob-
wohl in dem zugehdrigen Mathekurs darauf Wert gelegt wurde. Feudel
(2017b) zeigte zudem, dass viele Studierende bei einer Klausuraufgabe zur
Interpretation Ableitung G'(73) = 0,2 [GE/ME] in ihren Antworten nicht
deutlich machten (83 von 103), dass der Zusatzgewinn der nachsten Einheit
nur eine Approximation ist, obwohl im vorherigen Kurs ,,Mathematik fiir
Wirtschafts-wissenschaftler” darauf Wert gelegt wurde.

Allerdings ist bei beiden Studien nicht klar, ob den Studierenden die Unter-
schiede zwischen der Ableitung und ihrer 6konomischen Interpretation
wirklich nicht bewusst war, oder ob sie die 6konomische Interpretation der
Ableitung bei der Losung der Aufgaben nur oberflachlich verwendeten.
Hier setzt die in diesem Beitrag vorgestellte Studie an.
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Design der Studie

Zur Untersuchung der in der Einleitung dargestellten Fragestellung wurden
an der Universitat Paderborn im SS 2015 acht Studierende interviewt, die
die Lehrveranstaltung ,,Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler I er-
folgreich absolviert hatten. Die Interviews dauerten jeweils circa 30 Minu-
ten und waren durch folgende Aufgaben strukturiert:

1) Betrachten Sie die Kostenfunktion, die durch folgende Gleichung gege-

ben ist: K (x) = ﬁx:" - ixz + 21x 4+ 500,x = 0.

Der Output x ist dabei in Mengeneinheiten, K(x) in Euro angegeben.

Was sind die Grenzkosten bei einer Ausbringungsmenge von x = 100
Mengeneinheiten? Bestimmen Sie auch die Einheit der Grenzkosten!

2) Ist die Ableitung K'(x) dasselbe wie die Zusatzkosten der nachsten Ein-
heit? Begriinden Sie Ihre Antwort.

3) Begriinden Sie mit der Graphik (linker Graph in Abbildung 1), weshalb
die numerischen Werte von K'(x) und K(x + 1) — K(x) bei der Kos-
tenfunktion aus Aufgabe 1 nah beieinander liegen.
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Abb. 1: Graphen der Kostenfunktion der Aufgabe 1 und der Kostenfunktion der Inter-
ventionsaufgabe, in der die Zusatzkosten der elften Einheit bestimmt werden sollten

4) Begriinden Sie mit Hilfe der Definition der Ableitung, weshalb man in
der Okonomie haufig annehmen kann, dass bei gegebenem Output x die
Werte von K'(x) und K(x + 1) — K(x) annéhernd gleich sind.

Mit der ersten Aufgabe sollte herausgefunden werden, ob die Studierenden
die Grenzkosten zundchst mit der Ableitung oder den Zusatzkosten der
néchsten Einheit assoziierten. In der zweiten Aufgabe sollte untersucht
werden, inwieweit ihnen Unterschiede zwischen den beiden Objekten
K'(x) und K(x + 1) — K(x) bewusst waren. Falls sie der Auffassung wa-
ren, dass beide Objekte identisch waren, wurden sie vom Interviewer zu
den Unterschieden hingefiihrt. So erhielten sie beispielsweise, falls sie
Aufgabe 1 mit der Ableitung gel6st hatten, eine zusatzliche Aufgabe zur
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Bestimmung der Zusatzkosten der elften Einheit bei einer Funktion, die nur
graphisch gegeben war (rechter Graph aus Abbildung 1). Dies hétte hof-
fentlich zu einem kognitiven Konflikt geflihrt, wenn sie jetzt intuitiv nicht
mehr die Ableitung, sondern die Kostendifferenz verwendet hatten.

In den Aufgaben 3 und 4 ging es dann um die Rechtfertigung der Gleich-
setzung von K'(x) und K(x + 1) — K(x). In Aufgabe 3 ging es um die
Rechtfertigung auf graphischer Ebene (mdogliches Argument: anndhernde
Linearitat der zugehorigen Funktion, siehe linker Graph in Abbildung 1). In
Aufgabe 4 ging es um die Rechtfertigung der Gleichsetzung auf symboli-
scher Ebene Uber die Definition der Ableitung und die daraus resultierende
Approximationsformel K(x +h) — K(x) = K'(x)-h fur h = 0 (wie im
oberen Teil dieses Beitrags beschrieben und in der Vorlesung vorgefiinhrt).

Ergebnisse

Die Studierenden hatten starke Schwierigkeiten eine adéquate Verbindung
zwischen der Ableitung K'(x) und ihrer 6konomischen Interpretation als
Zusatzkosten der nachsten Einheit herzustellen. Viele identifizierten ein-
fach beide Objekte miteinander. Detaillierte Ergebnisse zu den Aufgaben 1
und 2 befinden sich in Feudel (2018). Die Publikation weiterer Ergebnisse,
insbesondere zu den Aufgaben 3 und 4, ist geplant.
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