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Beweisakzeptanz bei Studierenden des Lehramts

1. Einleitung

Beweisakzeptanz bezieht sich auf die Frage, wann ,,etwas® aus Sicht einer
Person ein mathematischer Beweis ist. Sie scheint dabei ein sozialer Akt
oder auch das Resultat einer (individuellen) psychologischen Uberzeugtheit
zu sein (Reid & Vallejo-Vargas, 2017), wobei eine relative Uberzeugtheit
nicht mit einer absoluten Gultigkeit eines Beweises einhergehen muss
(Weber & Mejia-Ramos, 2015). Die zuletzt genannte absolute Giltigkeit ist
zudem eine schwer zu fassende Eigenschaft eines Beweises. So scheint es
keine allgemein akzeptierten Kriterien flr die Validitdt von Beweisen zu
geben (Hanna & Jahnke, 1996).

Um Beweisakzeptanz préziser beschreiben zu kdnnen, untersuchen wir in
einem Forschungsprojekt daher die individuellen Argumentationen zur
Beweisakzeptanz von Lernenden unter Beriicksichtigung ihrer eigenen
Beweiskonstruktionen. In diesem Beitrag sollen exemplarisch Argumente
von Studierenden des Lehramts hinsichtlich ihrer Beweisakzeptanz unter
Berucksichtigung ihrer eigenen Beweiskonstruktionen betrachtet werden.

2. Methode

Momentan basiert das Forschungsprojekt auf einer Stichprobe von n=506
Studierenden unterschiedlicher Lehramtsstudiengénge. Alle Studierenden
hatten zunédchst die Aufgabe, einen Beweis zu einer mathematischen Aus-
sage zu konstruieren. AnschlieBend bekamen sie einen, direkten und for-
mal-symbolisch verfassten, Beweis zur selben Aussage wie oben vorgelegt
und wurden aufgefordert, zu diesem Beweis einen Fragebogen zur Be-
weisakzeptanz auszufillen. Der vorgelegte Beweis wurde in zwei Bedin-
gungen verwendet, namlich entweder in einer kurzen oder langen Formu-
lierung, d.h. es gab eine Unterscheidung hinsichtlich der Ausfuhrlichkeit
(Anzahl der Beweisschritte, mitunter auch eine kleinschrittigere Argumen-
tation). Die Bedingungen wurden den Teilnehmern der Studie zufallig zu-
geordnet. Ein Beispiel eines kurzen Beweises zur Aussage ,,Wenn cla und
clb, dann c|(at+b) flr alle a,b,c € N* ist im Folgenden dargestellt.

Wenn c|a und c|b, dann gilt a+b = c-p+c-q mit p,q EN
Da p+q € N ist, folgt ¢ | (atb)

Unserer VVorgehensweise liegen zwei Hypothesen zugrunde: erstens, dass
Lernende mit unterschiedlichen Féahigkeiten, Beweise zu konstruieren, vor-
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gelegte Beweise auch unterschiedlich hinsichtlich der Beweisakzeptanz
beurteilen. Zweitens, dass zusatzliche formal-symbolische Beweisschritte
den Beweis Uiberzeugender gestalten und so die Beweisakzeptanz erhOhen.

3. Exemplarische Analyse von Beweiskonstruktionen

Zur Beurteilung der Beweiskonstruktionen wird derzeit unter Beriicksichti-
gung von Tebaartz & Lengnink (2015) ein Kategoriensystem entwickelt,
das nach aktuellem Stand eine Einteilung der Beweiskonstruktionen in
,,gut® (Es handelt sich um einen giiltigen Beweis mit allenfalls marginalen
Fehlern), ,,mittel” (Es handelt sich aufgrund kleiner Fehler oder kleiner,
fehlender Aspekte um keinen gultiger Beweis) und ,,schlecht” (Es handelt
sich aufgrund massiver Fehler oder Unvollstandigkeit um keinen gltigen
Beweis) vorsieht. Obgleich der Begriff der Gultigkeit schwer zu fassen ist,
definieren wir ihn im Kontext dieser Analyse dahingehend, dass die Be-
hauptung aus den Voraussetzungen normativ vollstdndig aus einer zusam-
menhéngenden Kette jeweils korrekter, deduktiver Schlusse gefolgert wird.
Dabei orientieren wir uns an den Begriffen Beweisschema, Beweisstruktur
und Beweiskette von Reiss & Heinze (2003). Die oben in einer ersten Ver-
sion umschriebene Einteilung in ,,gut und ,,schlecht” soll im Folgenden
exemplarisch anhand von Studierendenlésungen dargestellt werden.

ab. celN
Beh.: Wenn cla und clb ,danmn c|(atd).
Bew:: cla<=>c-pza ., clb& cm=b , nmein

a+tb= cn+cm = c-(n+m). Da (r\-fm)E!N,g«-'“-, dass cllawd).
[

Abb. 1: Beweiskonstruktion A, Studierender des LA an Gymnasien, 7. Sem.

In dieser Beweiskonstruktion A wird mit den Voraussetzungen begonnen
und mit der Behauptung abgeschlossen. Ferner kann jede neu gezeigte
Aussage als aus der vorherigen Aussage oder unter Verwendung weiterer
wahrer Aussagen (z.B. Abgeschlossenheit von N) gefolgert eingeschatzt
werden. Insgesamt wird die Argumentation als normativ vollstdndige Ver-
kettung korrekter deduktiver Schlusse eingeschétzt. Folglich kann die Be-
weiskonstruktion als gultiger Beweis eingeschatzt werden.
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Abb. 2: Beweiskonstruktion B, Stud. des LA an Haupt- und Realschulen, 1. Sem.

578



Diese Beweiskonstruktion B ist aus folgenden Griinden als ,,schlecht™ zu
bewerten: Zeile 1 bis 3 der Beweiskonstruktion sind irrelevant fiir den Be-
weis der zu beweisenden Aussage. Ferner wird in Zeile 4 aus der Zielaus-
sage c|(at+b) gefolgert, dass c|a und c|b gilt, was aber nicht fir alle a,b,c € N
gilt (Beispiel: 3|(2+7), aber nicht 3|2 und 3|7). Daraus wird wiederum die
Zielaussage c|(a+b) ohne weitere Argumente gefolgert. In der Folge ist die-
se Beweiskonstruktion nach unserer Einschatzung unvollstandig und be-
steht aus mehreren irrelevanten Argumenten sowie falschen Schlissen. Da-
her handelt es sich bei ihr um keinen giltigen Beweis.

4. Exemplarische Betrachtungen zur Beweisakzeptanz

Betrachtet wird nun, wie zur Frage, ob es sich bei der vorgelegten Begrin-
dung um einen mathematischen Beweis handle, argumentiert wurde. Der
Studierende mit ,,schlechter Beweiskonstruktion B fiihrt dabei folgendes
Argument, warum der vorgelegte kurze Beweis kein Beweis sei, an:

Bl: ,,Weil die Formalia, also die Behauptung nicht komplett eingehalten
wurde. “

Das Argument wird unter der Frage, was man noch hinzufiigen misse, da-
mit die Begriindung zu einem mathematischen Beweis werde, konkretisiert:

B2: ,, Die Behauptung muss noch einmal formuliert werden und das Bewei-
sen Zeichen am Ende muss hinzugefiigt werden *

Eine Begrindung wird also zu einem Beweis, wenn diese einen gewissen
Aufbau aufweist. Der Studierende mit ,,guter” Beweiskonstruktion argu-
mentiert hingegen so, dass der vorgelegte kurze Beweis ein Beweis sei:

A: ,, Wegen des generellen Aufbaus: Erst Voraussetzungen, danach Folge-
rungen, schlieflich die Schlussfolgerung zur Behauptung. *

Zwar bezieht sich das Pro-Argument des Studierenden mit ,,guter Beweis-
konstruktion A auch auf den Aufbau des Beweises, allerdings argumentiert
er, dass eine in sich geschlossene, logische Argumentation, gegeben ist.

5. Diskussion und Ausblick

Wihrend der Studierende mit ,,guter” Beweiskonstruktion die vorhandene
(und aus seiner Sicht gegebene) globale, logische Struktur als notwendig
erachtet und die Begriindung als Beweis akzeptiert, lehnt der Studierende
mit ,,schlechter Beweiskonstruktion sie wegen fehlender ,oberflachli-
cher* Komponenten, die aus unserer Sicht fir den Beweis der Aussage irre-
levant sind, ab. Mit Blick auf die Argumentation des Studierenden mit ,,gu-
ter Beweiskonstruktion stellen wir die Hypothese auf, dass Studierende
mit ,,guten” Beweiskonstruktionen haufiger ,hértere®, strukturelle Argu-
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mente nennen, z.B. fokussiert auf die globale, logische Struktur von Be-
weisen.

Allein exemplarisch, bezogen auf ein Argument zeigen wir einen Beleg flr
diese Hypothese anhand der statistischen Analyse kumulierter Daten von
355 Studierenden unterschiedlicher Lehramter, Semester und Veranstaltun-
gen. So ist ein Argument fir die Akzeptanz der vorgelegten Begriindung
als mathematischer Beweis die Verwendung von Voraussetzungen, um die
Aussage zu beweisen. Dieses ,harte Argument wird signifikant hdufiger
von Studierenden mit ,,guter Beweiskonstruktion sowohl beim kurzen als
auch beim langen Beweis genannt (die Angaben in den Zellen sind die Mit-
telwerte der Verwendung des Arguments in der Gruppe der Studierenden
mit ,,guter und ,,schlechter Beweiskonstruktion).

M1(gut) M2 (schlecht) |t df |p

Kurzer Beweis 0,31 0,08 2,572 |86 |,012*

Langer Beweis 0,60 0,13 5,586 | 111 | <,001***

Eine umfangreiche statistische Analyse der Argumentationen unter weiter
ausdifferenzierter Berlcksichtigung eigener Beweiskonstruktionen und ei-
ne genauere Betrachtung einzelner Populationen sowie eine Ausweitung
auf andere Fachgebiete der Mathematik werden in zukinftigen Beitrdgen
folgen.
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