Kristina HAHN, Christian RUTTEN, Petra SCHERER &
Stephanie WESKAMP, Essen

Lernumgebungen ftr alle —
Die Fibonacci-Folge natirlich differenzierend erkunden

1. Das Lehr-Lern-Labor ,Mathe-Spiirnasen*

Im Projekt ,Mathe-Spiirnasen® (vgl. Riitten et al., i. Vb.) werden u. a. Ler-
numgebungen (fir Klasse 4) entwickelt, die im Sinne natlrlicher Differen-
zierung vielféltige Zugénge und Strategien ermdglichen, um in besonderer
Weise einer heterogenen Schiulerschaft gerecht zu werden (vgl. Krauthau-
sen & Scherer, 2014). Die mathematischen Aktivitaten beinhalten sowohl
Hands-on- als auch Minds-on-Aktivitaten, wodurch ein nachhaltiges Ler-
nen ermdglicht werden soll (vgl. Beutelspacher, 2017). Dabei wird ein ma-
thematisch substanzielles Thema unter vielfaltigen Perspektiven angeboten,
was den Lernenden die Mdglichkeit der Vernetzung und anschlussfahiger
Lernprozesse eroffnet (vgl. Rutten et al., i. VVb.). Bislang wurden die The-
men Fibonacci-Folge, Kreis, Pascal’sches Dreieck, Platonische Korper,
Quadrat, Wirfel entwickelt und erprobt. Die Aufbereitung eines Themas
sieht flr jede Lernumgebung jeweils die Konzeption einer Einfiihrung und
drei Vertiefungen vor. Diese konnen selbst auch als Lernumgebungen,
sozusagen als ,Lernumgebungen innerhalb einer Lernumgebung’ betrachtet
werden (vgl. ebd.). Als Element praxisorientierter Lehrerbildung fihren
u. a. Lehramtsstudierende diese Lernumgebungen im Lehr-Lern-Labor der
Universitat mit Kleingruppen von Grundschulklassen durch. Insgesamt soll
somit die Forderung des Interesses und der Motivation von Lernenden —
Schulerinnen und Schiilern sowie Studierenden — angestrebt werden (ebd.).

2. Fachdidaktische Entwicklungsforschung

Die Entwicklung und Erforschung der Lernumgebungen erfolgt im Rah-
men eines Design-Research-Ansatzes (vgl. z. B. TDBRC, 2003). Aus-
gangspunkt der Lernumgebungskonstruktion ist die mathematische Sub-
stanz eines Themas (vgl. Wittmann, 1995). Nach der Auswahl eines ma-
thematischen Inhalts werden Aufgabenumsetzungen aus der Literatur ge-
sichtet und analysiert, Uberlegungen zu Aufgabenadaptionen auf Grund-
schulniveau getroffen oder neue Aufgaben entwickelt (vgl. Rutten et al., i.
Vb.). Es folgt das konkrete Design der Lernumgebung mit Einfiihrung und
entsprechenden Vertiefungen. Im Fokus des sich fortsetzenden Entwick-
lungsprozesses steht der mathematische Lerngegenstand. Der iterative Zyk-
lus umfasst die Erprobung der konzipierten Lernumgebung im Lehr-Lern-
Labor, die Analyse empirischer Daten (u. a. qualitative Inhaltsanalyse der
Video-/Schilerdokumente, Dokumentation teilnehmender Beobachtung),
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die Entwicklung lokaler Theorien (bspw. bzgl. der Designprinzipien, Zu-
ganglichkeit zur Problemstellung, Material, Strategieentwicklung) sowie
die Weiterentwicklung der Lernumgebung (vgl. TDBRC, 2003). Im Fol-
genden wird der Design-Prozess flir die kombinatorische Vertiefung der
Lernumgebung ,Fibonacci-Folge‘ exemplarisch konkretisiert.

3. Entwicklung der kombinatorischen Vertiefung ,Fibonacci-Folge‘

In einer einfihrenden Einheit der Lernumgebung ,Fibonacci-Folge* erfolgt
die Konstruktion der Folge durch die gemeinsame Bearbeitung des be-
rihmten Kaninchen-Problems. Die drei Vertiefungen fokussieren auf die
Inhaltsbereiche Arithmetik (Zahlenketten mit vorgegebener Zielzahl), Ge-
ometrie (ldentifikation der Goldenen Spirale in spiralférmigen Figuren aus
der Umwelt; vgl. Ritten et al., i. VVb.) sowie Kombinatorik (Ttrme bauen
aus gelben und blauen Legosteinen, wobei blaue Steine niemals direkt
Ubereinander gesetzt werden dirfen; vgl. Ritten & Weskamp, 2015).

Die kombinatorische Lernumgebung hat die Entwicklung des strategischen
Denkens, die Forderung der Argumentations- und Kommunikationsfahig-
keit und die Mdoglichkeit der Nutzung verschiedener Représentationen zur
Problemlosung zum Ziel. Der Fokus beim Design liegt daher u. a. beson-
ders auf der Strategieentwicklung und -darstellung. Dabei soll dem Design-
Prinzip der nattrlichen Differenzierung entsprechend allen Lernenden eine
aktiv-entdeckende Auseinandersetzung mit kombinatorischen Problemstel-
lungen ermdglicht werden.

Leitend fur die Entwicklung lokaler Theorien ist die Analyse von Struktu-
rierungs- und Zahlstrategien in ihrer Interdependenz (vgl. Lockwood, 2013;
Ritten & Weskamp, 2015). English (1996) unterscheidet hinsichtlich der
Strategieentwicklung drei Stufen: unplanmaRiiges, von Versuch und Irrtum
gepragtes Vorgehen (nonplanning stage), Strukturierungen nutzende Zu-
gange (transitional stage) sowie durch Strukturierung verallgemeinerbare
Zahlstrategie eroffnende und damit effizienteste Problemldsungen (final
stage). Um Strategieentwicklungen aus Schilerdokumenten und videogra-
phierten Unterrichtssequenzen zu rekonstruieren, wurde die Unterschei-
dung zwischen Mikro- und Makrostrategien von Hoffmann (2003) hinzu-
gezogen. Mikrostrategien lassen sich auf Englishs transitional stage veror-
ten, da zwar Strukturierungen genutzt werden, diese aber lediglich zum
Generieren einer oder weniger weiterer Moglichkeiten fuhren. Makrostra-
tegien dagegen sind effizienter, da sie potenziell alle M&glichkeiten gene-
rieren konnen. Dabei lassen sich Strukturierungen unterscheiden, die ledig-
lich das Potenzial der Erzeugung aller Méglichkeiten besitzen und solchen,
die zwingend alle Mdglichkeiten erzeugen und oft eine Zahlstrategie nahe-
legen. Zudem lassen sich Perspektiven der Strukturierung unterscheiden:
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Unter horizontaler Perspektive werden Mdglichkeiten der gleichen Dimen-
sion gefunden, unter vertikaler Perspektive werden Strukturierungen im
Sinne rekursiver Beziehungen zwischen Mdglichkeiten unterschiedlicher
Dimensionen vorgenommen (vgl. Rutten & Weskamp, 2015).

Fur kombinatorische Lernumgebungen zur Fibonacci-Folge finden sich in
der Literatur einige Ideen (z. B. Rényi, 1982). An einen \orschlag (vgl.
Battinger, 2006) ankntipfend, wurde im Projekt die kombinatorische Vertie-
fung ,Wege legen‘ entwickelt (Platten mit Kanten im Verhaltnis 2:1; Weg-
breite 2; Rechtecke ohne Locher). Beim ,Wege legen* lie3 sich aus den Da-
ten der Durchflihrungen lediglich eine Strategie rekonstruieren. In den ers-
ten beiden Zyklen waren keine weiteren Strategien oder Strategiekeime bei
den Lernenden rekonstruierbar. Vielmehr schien ihr Vorgehen eher durch
Versuch und Irrtum geprigt. So wurde ab dem dritten Zyklus das ,Wege
legen‘ durch das isomorphe Problem , Tiirme bauen° (s. 0.) ersetzt.

Bisherige Erprobungen des ,Tiirme bauen‘ zeigten ein anderes Bild: Einige
Lernende nutzten unter horizontaler Perspektive die Mikrostrategien ,Um-
wendung‘ und ,Gegenpaarbildung‘., Treppenmuster® war die haufigste Stra-
tegie unter horizontaler Perspektive. Dabei wurde dieses Muster von Ler-
nenden z. T. im Sinne vertikaler Strukturierung von Tlrmen aus drei auf
Tlrme aus vier Steinen Ubertragen. Ebenfalls unter vertikaler Perspektive
wurden aus 3-steinigen Turmen analoge Tirme aus vier Steinen gebaut,
wobei weniger effizient als die Musterlbertragung jeweils nur ein weiterer
Turm der nachfolgenden HOhe generiert wird.

Besonders effizient strukturierten die Lernenden, die einen Stein an gefun-
dene Tlrme anbauten, so dass TlUrme der ndchsten Hohe entstanden. Wurde
so je ein blauer oder ein gelber Stein angebaut, wurden alle gesuchten
Tirme sowie einige nicht-regelkonforme Tirme mit zwei blauen Schluss-
steinen gefunden. Nach deren Streichung ergab sich die gesuchte Anzahl.
Dieses Vorgehen wurde auch bei Studierenden beobachtet und ertffnete
ihnen sogar die Mdglichkeit, einen Ansatz fir eine verallgemeinerbare
Zahlstrategie abzuleiten.

Lediglich aufgrund der Anzahlen, nicht der vorgenommenen Strukturierun-
gen, entwickelten die Grundschulkinder Hypothesen zu Zahlstrategien. Sie
wurden explizit dazu herausgefordert, indem sie die Anzahl der Tirme aus
5 Steinen ohne Auflistung aller moglichen Tirme nennen sollten. Dabei
entdeckten Lernende unterschiedliche arithmetische Muster (z. B. +1, +2,
+3, +4). Einige Lernende entdeckten aber auch die strukturelle Ahnlichkeit
der Anzahlen mit den Zahlen der Fibonacci-Folge und nutzten diese zur
Hypothesenbildung bzgl. der Anzahl von Turmen aus flnf Steinen. Daher
wird in aktuellen Erprobungen versucht, strukturierungsbezogene Argu-
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mentationen bzgl. der Zahlstrategie deutlicher im Reflexionsgespréch her-
auszufordern.

4. Fazit und Perspektiven

Als zentrale Erkenntnis im Entwicklungsprozess der Lernumgebung ,Fibo-
nacci-Folge® konnte gezeigt werden, dass sich in der Lernumgebung , Tiir-
me bauen‘ vielféltige Strategien rekonstruieren lassen, wohingegen beim
,Wege legen‘ kaum strategisches Vorgehen rekonstruierbar war. Im Sinne
einer lokalen Theorie scheint die Lernumgebung ,Tiirme bauen‘ eine die
horizontale Heterogenitat berticksichtigende Forderung der Strategieent-
wicklung besser zu realisieren als die Lernumgebung ,Wege legen‘. Im
Hinblick auf den weiteren Design-Research-Prozess sind neben der Forde-
rung strukturierungsbezogener Argumentationen weitere Perspektiven an-
gedacht, z. B. Re-Design der Lernumgebung ,Wege legen‘, um weitere
Strategieentwicklungen zu unterstiitzen oder Design des isomorphen Prob-
lems zum Bauen von Turmen aus wirfel- und quaderférmigen Steinen.
SchlieBlich sollen zu den verschiedenen Lernumgebungen auch Uberle-
gungen zu inklusiven Settings angestellt werden.
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