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Geometrie handlungsorientiert erleben

Vorbemerkung

Muss man tberhaupt Werbung daftir machen, moglichst viel Geometrie im
Mathematikunterricht zu treiben? Ist sie doch ein ideales Lernfeld fir Prob-
lemldsen, Begriffshildung und Argumentation. Angesichts der Vorgaben
durch Lehrplane droht Geometrieunterricht aber zum Rechenunterricht zu
verkimmern. Um dem zu begegnen, sollen im Folgenden Anregungen flr
Schileraktivitaten bei der Behandlung von Flacheninhalten ebener Figuren
gegeben werden, deren Ziel Verstandnis fir funktionale Zusammenhénge
ist. Damit soll bloBer ,,Formelgeometrie” entgegengewirkt werden.

Probleme mit Flacheninhalten

Erfahrungen aus der Unterrichtspraxis zeigen, dass Schilerinnen und Sch-
ler erhebliche Probleme bei Flacheninhalten haben, die sich auch in einigen
Studien widerspiegeln (z. B. Ulfig 2013). Fir diese Schwierigkeiten gibt es
vielfaltige Ursachen, einige sind im Folgenden genannt.

Angesichts der ,,Liniendominanz ebener Figuren* (Franke & Reinhold 2016)
fallt es schwer, tragfahige Vorstellungen vom Begriff ,,Flacheninhalt® zu
entwickeln (Weigand et al. 2009). Aussagen wie ,,Flacheninhalt ist das, was
innerhalb der Randlinie einer Fliche liegt* sind fachlich nicht haltbar, da
damit eine Punktmenge beschrieben wird und kein MaR.

Was bedeutet nun ,,Flacheninhalt” einer ebenen Figur? Wie bei allen Grél3en
definiert man den Begriff im Wesentlichen durch Angabe einer Messvor-
schrift. Dabei wird der zu messende Gegenstand mit einem Représentanten
aus demselben GrolRenbereich verglichen. Beim Flacheninhalt legt man den
zu messenden Gegenstand liickenlos und tberschneidungsfrei mit einheitli-
chen Fl&chenstiicken aus und z&hlt, wie oft das moglich ist. Auf das Problem
der Inkommensurabilitat (Hammer 2017) wird hier nicht eingegangen. Fla-
cheninhalte werden im Alltag so gut wie nie gemessen, sondern nahezu aus-
schlieBlich aus Ldngenmalien berechnet. Fir das Verstdndnis und die Ab-
grenzung zwischen Umfang und Flacheninhalt stellt dies eine besondere
Schwierigkeit dar.

Eine weitere Ursache fiir Schilerprobleme liegt darin begrundet, dass die
Flacheninhaltsformeln zu verschiedenen Figuren in unterschiedlichen Schul-
jahren behandelt werden und dadurch der Blick auf ihre Strukturgleichheit
verstellt werden kdnnte, wenn dieser Aspekt nicht im Sinn des Spiralprinzips
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produktiv genutzt wird. Ubrigens ist ,,Strukturgleichheit* ein zu harmloser
Ausdruck, denn es gibt eine Formel fur alle Figuren der Schulgeometrie:

A=m-h,

wenn m die Mittenlinie und h die Hohe ist. Dies gilt auch fiir den Kreis, wenn
man ,,Mittenlinie* und ,,Hohe* passend interpretiert.

SchlieBlich dominiert in uns das lineare Denken, das zur Ubergeneralisie-
rung linearer Zusammenhéange verleitet (De Bock, van Dooren, Verschaffel
2012). Da sich jedoch Langenénderungen tberproportional auf Fl&achenin-
halte auswirken, ergeben sich Konflikte mit subjektiven Vorstellungen.

Folgende Vorschldge sollen den genannten Problemen entgegenwirken.

Flachenmessung bei Rechteck und Parallelogramm

Das Vorgehen beim Rechteck ist allgemein bekannt. Hier soll aber noch ein-
mal betont werden, dass es zundchst nur darum geht, die Anzahl der verwen-
deten einheitlichen Flachenstticke (z. B. beliebige Rechtecke) zu bestimmen,
die das Rechteck liickenlos und Gberschneidungsfrei ausfullen. Dazu wird
die Anzahl n, der Einheitsflachenstiicke ermittelt, die in einen Streifen pas-
sen und die Anzahl n, der Streifen, die das Rechteck vollstandig ausfullen.

Das Produkt n, - n, aus diesen beiden Anzahlen ergibt die Anzahl der Ein-
heitsflachenstiicke im Rechteck und damit die MalRzahl fir den Flachenin-
halt: ARechteck =Na-:Np- AEinheitstachenstUck

Wahlt man als Einheitsflachenstiick den speziellen Fall eines Quadrats mit
z. B. 1 cm Seitenlange und legt seinen Flacheninhalt als 1 cm? fest, ergibt
sich der Flacheninhalt des Rechtecks als Produkt der Seitenléangen:

A=ng-n,-lcm?=n,-1cm-ny,-lcm=a-b.
Allerdings sollte nicht zu frih mit normierten Einheiten gearbeitet werden.
Voreiliges Messen von Langen und Rechnen mit der Formel verstellen den

Blick auf den wesentlichen Gedanken (vgl. Weigand et al. 2009). Hier eig-
nen sich zunachst operative Ubungen der folgenden Art:

Wie viele Einheitsquadrate passen in das Rechteck, wenn deren Seitenlangen
verdoppelt, verdreifacht, halbiert, ... werden?

Oder: Wie viele Einheitsquadrate passen in das Rechteck, wenn dessen Sei-
tenldngen verdoppelt, verdreifacht, ... werden?

Hier kann man in zwei Varianten uberlegen, mit unveranderten Ein-
heitsquadraten oder mit im selben Malstab zentrisch gestreckten Ein-
heitsquadraten. Wir bezeichnen den Streckungsfaktor mit k. Bei der ersten
Variante passen k-mal so viele und bei der zweiten gleich viele Quadrate —
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allerdings mit jeweils k?>-fachem Flacheninhalt — in das Rechteck. Streckung
der linearen Abmessungen mit dem Faktor k bedeutet also k?>-fachen Fla-
cheninhalt. Die zweite Variante wird spater noch eine wichtige Rolle spielen
und ist deshalb in Abb. 1 angedeutet.
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Abb. 1: Variation der Seitenldnge des Rechtecks bei gestreckten Einheitsquadraten

Beim Parallelogramm kann man vorgehen wie beim Rechteck. Wir legen das
Parallelogramm mit einheitlichen Flachenstiicken aus und bestimmen deren
Anzahl. Oder wir zéhlen die Kastchen innerhalb des Parallelogramms im ka-
rierten Heft. Die Probleme an zwei der vier Seiten sind leicht zu 16sen: was
an der einen Seite Ubersteht, fehlt an der anderen. ,,Geschicktes* Zihlen be-
deutet wie beim Rechteck, zwei Anzahlen miteinander zu multiplizieren.

Dieses VVorgehen hat gegentiber dem Standardweg (Umformung zum Recht-
eck mit einer Verschiebung) einige Vorteile: Es wird keine spezielle H6hen-
linie verwendet, sondern ,,Hohe* ist gleichbedeutend mit ,,Abstand zweier
Gegenseiten®. So wird die Gefahr der Ubergeneralisierung von ,,Seite mal
Seite* verringert. VVor allem aber wird die Messung zum ,,roten Faden®, so
dass Schiilerinnen und Schiiler selbst auf die Idee ,, Kistchen zdhlen* kom-
men koénnen, wenn es um Fl&cheninhalte geht. Das kann auch beim Kreis
und bis hin zum Integral gewinnbringend sein.

Flachenmessung beim Kreis

Auch beim Kreis l&sst sich die Abhangigkeit des Flacheninhalts vom Radius
durch Messung auf einfache Weise herleiten. Dazu z&hlen wir die Ein-
heitsquadrate, die ihn (wegen der einfacheren Darstellungsmdglichkeit neh-
men wir einen Viertelkreis) ndherungsweise liickenlos und tiberschneidungs-
frei ausfillen (Abb. 2). Streckt man Kreisradius und Seitenlédnge der Ein-
heitsquadrate mit dem Faktor k, ergibt sich wie oben beim Rechteck, dass
der Flacheninhalt mit k quadratisch zunimmt. Startet man beim Einheitskreis
mit r = 1 LE, so entspricht k der Mal3zahl des Radius und damit folgt die
Beziehung Axreis = I%. Es erleichtert das Verstandnis, wenn man diese Stre-
ckung mit DGS darstellt. Eine entsprechende Datei ist beim Autor erhaltlich.
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Abb. 2: Messung des Flacheninhalts eines Viertelkreises und zentrische Streckung (hier: k = 2)

Um einen Niherungswert flir & zu bestimmen, muss man die Zahlenwerte
interpretieren. Abb. 2 zeigt, dass 4-13 Quadrate in den ganzen Kreis und 16
Quadrate in das Radiusquadrat passen, das Verhéltnis ist also © =~ 3,25.

Wohlgemerkt: Diese Uberlegungen kann man verstehen, ohne genau uber
die zentrische Streckung Bescheid zu wissen. Sie zeigen einen Weg zu all-
gemeinen Beziehungen zwischen Malen &hnlicher Figuren auf. Generell gilt
flr eine zentrische Streckung mit dem Faktor k:

s'=k-s; A=k?-A; V'=k3 V (hier nimmt man einfach Wiirfel.)

Dabei ist es nicht wichtig, ob etwas Uber s, A oder V bekannt ist. So werden
aber Zusammenhénge klar, die hier nicht alle aufgefihrt werden konnen.
Zum Beispiel folgt ohne Weiteres, dass flr den Kreisumfang U ~ r und fir
das Kugelvolumen V ~ r2 gilt.

Fazit:

Das Prinzip des Messens konnte als roter Faden dienen, Teile des Geomet-
riecurriculums vernetzt zu unterrichten. Damit soll dem Gbertriebenen For-
meldenken entgegengewirkt und Verstandnis fir die funktionalen Zusam-
menhé&nge in den Mittelpunkt geriickt werden.
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