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Der Graph — verwandelt kehrt er als derselbe wieder

Eadem mutata resurgo ziert den mit einer (versehentlich archimedischen
statt logarithmischen) Spirale geschmickten Grabstein Jakob Bernoullis
(1655-1705) im Baseler Munster: Verwandelt kehre ich als dieselbe wieder.

Die hier gemeinte Symmetrie, bei der die Drehung der logarithmischen Spi-
rale dieselbe Wirkung hat, wie eine zentrische Streckung, kennt Analoga bei
Funktionen der Schulmathematik. Mithilfe dieser Symmetrien kdnnen wir
etwa Integralrechnung ohne den Hauptsatz betreiben (Kaenders und Kirfel
2017). Die betrachteten Symmetrieeigenschaften von Funktionen geben An-
lass zu Funktionalgleichungen, die von Augustin Louis Cauchy (1821, Ka-
pitel 5, S. 121) betrachtet wurden.

Schuler kennen Gleichungen, deren Lésungen Zahlen sind. Funktionalglei-
chungen, deren Lésungen Funktionen sind, werden in der Schule nur im
Rahmen von Steckbriefaufgaben behandelt. Differentialgleichungen sind der
Kompetenzorientierung zum Opfer gefallen. Zu einer Funktionalgleichung
gehort auch immer der Bereich, in dem wir die Losungen suchen. Wir be-
trachten hier drei Funktionenklassen: differenzierbare, stetige und beliebige
Funktionen. Bei beliebigen Funktionen stolRen wir in faszinierende von
Georg Hamel (1905) erschlossene Welten vor.

Am Ende betrachten wir die Funktionenwippe und bestimmen alle Funktio-
nen, deren Graphen auf der Wippe nur verschoben werden.

Der Beitrag ist ein VVorschlag fuir eine Propéadeutik zu Funktionalgleichungen
und speziell zu Differentialgleichungen. Letztere bilden wohl das wichtigste
Werkzeug zur Modellierung mit Mathematik.

1. Eine Beobachtung an Geraden

Die Graphen linearer Funktionen der Form g(x) = mx + b haben eine be-
sondere Eigenschaft, die so offensichtlich ist, dass sie tbersehen werden
kann: Wenn wir den Graphen auf irgendeine Weise horizontal verschieben,
gibt es immer eine vertikale Verschiebung des Graphen, deren Bild mit dem
der horizontalen Verschiebung tbereinstimmt; doch ist dies keine punkt-
weise Verschiebung.

Differenzierbare Funktionen

Gesucht ist also eine Funktion f, so dass es fiir jedes a einc gibt mit:
f(x+ a) = f(x) + c. Suchen wir ein solches f unter den differenzierbaren
Funktionen, sind wir schnell fertig, da dann f'(x + a) = f'(x) sein muss.
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Also ist die Funktion f konstant und mit Mittelwertsatz! folgt, dass f von
der Form f(x) = mx + b sein muss.

Stetige Funktionen
Suchen wir nun eine solche Funktion f, so dass es fir jedes a ein ¢ gibt mit:
f(x + a) = f(x) + c kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass f(0) = 0. Dann ist f(x + a) = f(x) + f(a) fur alle Zahlen
x und a. Wir suchen also eigentlich additive Funktionen f: R — R.

Schauen wir nun speziell auf die stetigen Funktionen, legt die Additivitat die
Werte von f auf Q fest. Denn fur jedes gilt x gilt: f(—x) + f(x) = f(0).
Also ist f(—x) = —f(x) und fur rationales x =§ folgt ausp-1=gq -x,

dassp-f(1) =f(p-1) = f(g-x) =q- f(x). Also f(x) = xf(1).

Allgemeine Funktionen

Bei der Betrachtung allgemeiner Funktionen f: R — R mit der Eigenschaft
f(x+a)=f(x)+ f(a) fir alle Zahlen x und a fihrt uns zu einem span-
nenden Ph&nomen, das zu Beginn des 20. Jahrhunderts von Georg Hamel
(1905) entdeckt wurde: die Existenz additiver aber nicht linearer Funktionen.

Betrachte die reellen Zahlen in R als Vektorraum Uber Q. Dieser Vektor-

raum hat aufgrund des Zornschen Lemmas (bzw. Auswahlaxiom) eine Ba-
sis B, die man nach Georg Hamel (1877-1954) auch Hamel-Basis nennt:
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Abb. 1: Eine additive, nicht-lineare Funktion (die gar nicht abbildbar ist)

Jedes x € R hat eine eindeutige Darstellung x = >, r;b; mit {by, ..., b} S
B und r;(x) € R. Jede Abbildung f: R — IR, die wir auf den Basiselementen
festlegen, ist additiv (Neunhduserer 2015, S. 12 ff). Eine additive, aber nicht
notwendig lineare Funktion, nennen wir hier eine Hamelfunktion.
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2. Von der Symmetrie zu Cauchys Funktionalgleichungen

Den Graphen von Funktionen f kdnnen wir horizontal und vertikal verschie-
ben und dies jeweils mit Streckungen in horizontaler oder vertikaler Rich-
tung kombinieren. Ubersetzt in algebraische Sprache erhalten wir die vier
Cauchyschen Funktionalgleichungen (Cauchy 1821, Kapitel 5, S. 121):

a) Gesuchtsind ¢p: R - Rmitp(x +y) = ¢p(x) + p(y).
b) Gesucht sind ¢: R”? - R mit ¢p(x - y) = ¢d(x) - p(¥).
¢) Gesuchtsind ¢: R » R mit p(x +y) = ¢p(x) - d(y).
d) Gesuchtsind ¢: R > Rmit p(x - y) = ¢ (x) + ¢().

In der Menge der differenzierbaren Funktionen sind die vier Gleichungen
unter Verwendung des Mittelwertsatzes leicht zu I6sen. Auch wenn man den
Geltungsbereich der Gleichungen auf stetige Funktionen erweitert, finden
wir dieselben Losungen: lineare Funktionen in a), Potenzfunktionen in b),
Exponentialfunktionen in ¢) und Logarithmusfunktionen in d). Bei beliebi-
gen Funktionen kommen die Hamelfunktionen auf offensichtliche Weise mit
ins Spiel. Nur auf der Grundlage der Cauchyschen Funktionalgleichungen
konnen die Flachen unter den Graphen entsprechender Funktionen ohne Dif-
ferentialrechnung berechnet werden (Kaenders & Kirfel 2017).

3. Funktionenwippe

Die Funktionenwippe ist eine schone Spielerei zur Propadeutik von Funkti-
onalgleichungen. Wir stellen uns den Graphen der Funktion auf einer Wippe
in einem kartesischen Koordinatensystem vor, die aus einer Geraden durch
den Ursprung mit variabler Steigung m besteht, d.h. dass sich die Gerade um
den Ursprung dreht und die Funktionswerte hoch und runter schiebt. Uber
der Stelle x finden wir den gewippten Funktionswert g(x) = f(x) + mx.
Welche Funktionen haben die Eigenschaft, dass ihr Graph in jeder Stellung
den verschobenen Ausgangsgraphen liefert? In symbolischer Notation for-
dern wir, dass fur jedesm ein a und ein b existiert mit der Eigenschaft:
fx)+mx=f(x+a)—>b, oderf(x+a)—f(x) =mx+b. O.B.dA.
kdnnen wir wieder annehmen: £(0) = 0 und in diesem Fall ist dann auch
b = £(0). Der Graph von f wird so um (—a, —f(a)) verschoben. In dieser
Situation bestimmen wir alle solchen Funktionen. Der Satz beruht auf zwei
Lemmata und einer leicht zu beweisende Proposition.

Lemma 1: Zu m seien a, und a, so gewahlt, dass Vx: f(x + a;) — f(x) =
mx + f(a;)und f(x + a,) — f(x) = mx + f(a,). Dannista; = a,.

Beweis: Setzen wir a,bzw. a, fir x ein, erhalten wir f(a; + a,) = f(a,) +
ma, + f(ay) = f(a, + a4) = f(a,) + ma, + f(a,). Also:a; = a,. O
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Abb. 2: Funktionenwippe — die Stabe werden vertikal verschoben.

Lemma 2: Fur alle reellen Zahlen t gilt, dass fur alle Zahlen x € R gilt:
f(x+ta) — f(x) =tmx + f(ta).

Beweis: Seia’ so gewahlt, dass fur allex € R qgilt: f(x +a’') — f(x) =
tmx + f(a'). Wir verfahren wieder wie vorher: f(ta+a') = f(ta) +
mta+ f(a') = f(a' +ta) = f(a’) + ma’ + f(ta). Also: a’ = ta. |
Proposition: Zum # 0, a # 0 gibt es genau eine quadratische Funktion g,
bei der fur alle x € R gilt: g(x + a) — q(x) = mx + q(a). O

Nach Lemma 2 gilt dann auch q(x + ta) — q(x) = tm x + q(ta) fur alle t.
Setze h(x) = f(x) — q(x). Alsoist h(x + ta) — h(x) = f(x + ta) — f(x)
+q(x + ta) — q(x) = f(ta) — q(ta) = h(ta). Damit isth eine Hamel-
funktion. Somit haben wir bewiesen:

Satz: Sei f eine wippbare Funktion, d.h. fiir jedes m gibtes a, b € R, so dass
fir allex € R gilt: f(x) + mx = f(x + a) — b. Dannist f = q + h, wobei
q eine quadratische und h eine Hamelfunktion ist.

Bemerkung: Falls f zudem stetig ist, muss f eine quadratische Funktion
sein. Fur differenzierbare Funktionen ist das Problem bedeutend einfacher.
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