Christoph KIRFEL, Bergen (Norwegen)

Die logarithmische Spirale — Ein dankbares Studienobjekt

Thomas Harriot beschreibt die logarithmische Spirale erstmals 1590 (siehe
Stillwell 1989, S. 336 - 339). Inspiriert von Navigationslinien auf Mercator-
karten, definiert er die logarithmische Spirale als eine Kurve, bei der — in
moderner Terminologie — Radiusvektor und Tangente einen konstanten
Winkel bilden. Daraus leitet er bereits Formeln fiir den Flacheninhalt und die
Bogenlange her.

Viele Grolien der logarithmischen Spirale, wie die Tangentensteigung, die
Bogenlange, die Flache und die Krimmung lassen sich leicht aus den beson-
deren Symmetrieeigenschaften der logarithmischen Spirale ermitteln. An-
dere Kurven mit &hnlichen Symmetrieeigenschaften kénnen &hnlich behan-
delt werden, und dhnliche Ergebnisse, wie die unten dargestellten, kdnnen
dort gezeigt werden.

Wir benutzen ab jetzt die Definition der logarithmischen Spirale in Polarko-
ordinaten r = e*%, wobei k eine reelle Konstante ist. Diese Definition ist
aquivalent zu der von Harriot. Jacob Bernoulli, der ausfuhrlich Gber die lo-
garithmische Spirale arbeitete und diese wegen ihrer erstaunlichen Eigen-
schaften spira mirabilis nannte, bemerkte, dass die logarithmische Spirale
folgende beeindruckende Eigenschaft hat. Fiihrt man erst eine zentrische
Streckung der gesamten Ebene mitsamt der Spirale durch, so erhélt man eine
neue Kurve. Aus dieser kann man durch eine geschickte Rickdrehung die
urspriingliche Spirale wiedererhalten. Bei der Streckung (Streckfaktor m)

Inm

erhalt man niamlich r = me*8 = *(®*7c) = ¢k@+®) ynd wir sehen, dass
wir die alte Spirale erhalten, wobei der Winkel 8 durch 6 + o ersetzt ist, was
man als Resultat einer Drehung um den Winkel a deuten kann. Diesen Sach-
verhalt wollen wir nun ausnutzen, um eine
Vielzahl von Eigenschaften der logarithmi-
schen Spirale zu zeigen. X !

6

Die Tangentensteigung -

8

Wir betrachten eine Tangente an die urspring-
liche Spirale im Punkt B. Bei der zentrischen
Streckung werden Winkel erhalten, sodass der

Winkel zwischen Radiusvektor und Tangente :
bei der neuen und der alten Kurve gleich sind.
Die anschlieBende Riickdrehung andert den .3 2/

Winkel zwischen Radiusvektor und Tangente
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auch nicht, sodass wir gleich schlieen kénnen, dass der Winkel zwischen
Radiusvektor und Tangente entlang der gesamten Spirale konstant ist.

Die Flache zwischen einem Radiusvektor und der logarithmischen Spi-
rale und die Bogenlange

Nun betrachten wir die Flache zwischen einem Radiusvektor und der loga-
rithmischen Spirale. Bei der zentrischen Streckung vergréi3ert sich diese Fla-
che auf das m?2-fache der urspriingliche Flache, wobei m der Streckfaktor ist.
Bei der anschliellenden Ruckdrehung andert sich die Flache natirlich nicht.
Deshalb bekommen wir eine quadratische Formel F = Cr? flr die Flache F,
wobei die Konstante C den Flacheninhalt bei » = 1 angibt.

Erstaunlicherweise lasst sich die gleiche Argumentation bei der Bogenlange
der logarithmischen Spirale anwenden. Bei der zentrischen Streckung
wachst die Bogenlédnge auf das m-fache
der ursprunglichen Bogenldnge an und
bei der anschlieRenden Riickdrehung an- : 5
dert sich die L&nge nicht. Insgesamt be- !

kommen wir also einen linearen Zusam- :

menhang zwischen der L&nge des Radius-
vektors r und der Bogenlénge B der Spi-
rale, B = Dr, wobei D die L&nge des Bo-
gens bei r = 1 ist.

8

Der Krimmungsradius

Ahnliche Argumente lassen sich ins Feld fiihren, wenn wir den Krimmungs-
radius studieren. Der Krimmungskreis in einem Punkt B der Spirale wird beli
der Streckung in den Krimmungskreis der gestreckten Kurve im zugehdri-
gen Punkt B’ transformiert. Dieser wird nun mitsamt seinem Mittelpunkt und
Radius zuriickgedreht. Deshalb gilt auch hier ein linearer Zusammenhang fur
den Kriimmungskreisradius C, ndmlich C = Kr, wobei wieder K eine Kon-
stante ist, die den Krimmungsradius bei » = 1 misst. Auch kénnen wir
schliel3en, dass der geometrische Ort der Krimmungskreismittelpunkte, also
die Evolute der logarithmischen Spirale, selber eine logarithmischen Spirale
sein muss.

Die kaustische Kurve (Hullkurve der Reflektionsstrahlen an der Kurve, bei
Strahlen vom Ursprung) einer logarithmischen Spirale ist wieder eine loga-
rithmische Spirale. Dasselbe gilt fir die Involute (Endpunkt eines auf der
Kurve abgewickelten Fadens), die Inverse (Inversion am Einheitskreis), die
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Pedalkurve (Ortslinie der FulRpunkte von Loten, die vom Ursprung auf Tan-
genten gefallt werden), die Radialkurve (Kriimmungskreisradius parallel in
den Ursprung verschoben) und die orthoptische Kurve der logarithmischen
Spirale (Ortskurve der Schnittpunkte zweier Tangenten, die sich im rechten
Winkel schneiden).

Mit Hilfe der besonderen Eigenschaft der logarithmischen Spirale, ndmlich,
dass die Kombination einer zentrischen Streckung und einer anschlie3enden
Drehung uns zur ursprunglichen Kurve zuriickbringt, lassen sich alle die
obengenannten Eigenschaften der logarithmischen Spirale recht leicht zei-
gen. Die Frage ist nun, ob es eventuell andere Kurven gibt, bei denen ahnli-
che Symmetrieeigenschaften zu verzeichnen sind, die dann ebenfalls ausge-
nutzt werden kénnen, um rasch Ergebnisse tber Tangenten, Flachen und
eventuell andere GrélRen Aussagen machen zu kdnnen.

Dies ist tatsachlich der Fall. Wir betrachten ein Flachenstiick mit Inhalt F
unter dem Graphen einer Potenzfunktion f(x) = x™ Uber dem Intervall
[0,1]. Wir strecken nun die gesamte Ebene mit dem Graphen der Funktion
und dem Fl&chenstiick entlang der x-Achse mit dem Faktor m. Dabei entsteht

n
die Funktion h(x) = (%) und der neue Flacheninhalt (jetzt Giber dem Inter-

vall [0, m]) ist auf den Wert mF angestiegen. Unterwirft man nun die neue
Funktion h einer zweiten Streckung, diesmal entlang der y-Achse mit dem

n
Faktor m™, so erhalten wir die Funktion k(x) = m™h(x) = m" (%) =

f(x) und wir kehren also — dhnlich wie bei 2
der logarithmischen Spirale — zur urspriing-
lichen Funktion f zurtick. Bei der zweiten
Abbildung wachst der Flacheninhalt mit
dem Faktor m™an. Insgesamt ist der Inhalt
des ursprunglichen Flachenstiickes auf das

m™t1-fache angestiegen oder fom x"dx =
mntl fol x"dx =m™1-C, wobei C=

fol x™dx eine Konstante ist, und wir haben

die Integrationsformel fir Potenzfunktio-
nen entwickelt.

Bei Exponentialfunktionen muss man eine Verschiebung entlang der x-
Achse mit einer Streckung entlang der y-Achse kombinieren um auf ahnlich

leichte Art die Formel [ a*dx = a™ f_ooo a*dx = C - a™ zu erhalten. Man
muss dann nur noch die Konstanten abklaren. Logarithmusfunktion und die
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trigonometrischen Funktionen lassen sich ebenfalls so behandeln, (siehe Ka-
enders & Kirfel 2017).

Fur die Berechnung von Tangentensteigungen betrachtet man an Stelle des
Flachenstiickes ein Steigungsdreieck und fuhrt dann wie oben die genannten
Kombinationen von Transformationen (Streckung plus Streckung oder Ver-
schiebung plus Streckung) aus. Dabei kann man dann auf vollig analoge Art
Formeln fur die Ableitung von Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen,
den Logarithmus und die trigonometrischen Funktionen entwickeln, (siehe
Kaenders & Kirfel 2018).

Leider lassen sich die Bogenlédnge, Krimmungsradius und die anderen spe-
ziellen Eigenschaften der logarithmischen Spirale nicht so einfach auf andere
Kurven tbertragen.

Resumee

In diesem Beitrag haben wir gezeigt, dass die erstaunlichen Eigenschaften
der logarithmischen Spirale auf die besonderen Symmetrieeigenschaften der
Kurve zuriickgefuhrt werden konnen. Bei den bekannten Schulfunktionen
(Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen, Logarithmus und den trigono-
metrischen Funktionen) gibt es dhnliche Symmetrieeigenschaften, die uns
dabei helfen kdnnen, zumindest Flacheninnhalt und Tangentensteigung er-
mitteln zu kdnnen. Dies gibt uns eine neue Sicht auf Integral- und Differen-
tialrechnung und zeigt uns auch, warum die genannten Schulfunktionen eine
zentrale Rolle in der Analysis einnehmen.
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