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Schilervorstellungen zum Logarithmus am Ende der Sek I:
Nutzung des Potenzials der Didaktischen Rekonstruktion

Im folgenden Beitrag sollen erste Ergebnisse einer qualitativen Erhebung der
Vorstellungen von Schilerinnen und Schiilern des Gymnasiums am Ende der
10. Klassenstufe zum Logarithmusbegriff, dem Rechnen mit Logarithmen,
der Logarithmusfunktion und der Anwendung des Logarithmus vorgestellt
werden. Diese Vorstellungen wurden im gréReren Forschungsrahmen der so
genannten ,,.Didaktischen Rekonstruktion* mithilfe eines leitfadengestitzten
Interviews erhoben und fachwissenschaftlichen Sichtweisen auf diese The-
matik gegenubergestellt. Daraus lassen sich erste Implikationen fiir den Ma-
thematikunterricht ableiten.

Logarithmus und Logarithmusfunktion als Hindernis im Curriculum

Die Mathematik der Logarithmen stellt fir viele Lernende seit Jahrzehnten
innerhalb des Mathematikunterrichts ein groBes Hindernis dar und ist ein
Sinnbild fiir die Unverstandlichkeit der Mathematik (vgl. Xylander 2008, S.
814; v. d. Waerden 1957, S. 1).

Magliche Erklarungen hierfir reichen von der fehlenden deutschen Uberset-
zung des Begriffs ,,Logarithmus* verbunden mit fehlenden Anhaltspunkten
flr seine vermeintliche Bedeutung, tber den vergleichsweise komplexen Zu-
sammenhang innerhalb der kompakten Schreibweise log,(b)=c bis hin zur
inversen Begriffsfassung fur das Logarithmieren iber dessen Umkehrung als
Potenzieren des Exponenten: log.(b) = ¢ & a°=b (vgl. Weber 2013, S. 83—
85). Gegebene Anregungen wie etwa alternative Sprech- und Schreibweisen
(vgl. Gallin 2011, S. 110) haben bislang weder fachlich noch didaktisch die
Erwartungen erfullen kénnen, wenngleich sich erste positive Effekte durch
Beachtung von funf, aus den fachlichen Hintergriinden und der didaktischen
Reduzierung resultierenden, zu erreichenden Grundvorstellungen (Weber
2013, siehe unten) gezeigt haben.

Untersuchungsdesign: Modell der Didaktischen Rekonstruktion

Die ,,Didaktische Rekonstruktion® — ein Modell aus den Naturwissenschaf-
ten — wurde explizit fur die Auseinandersetzung mit VVorstellungen der Ler-
nenden vor dem Hintergrund der konstruktivistischen Lerntheorie entwickelt
(vgl. Kattmann u. a. 1997; Beziehungen zu aktuellen Forschungsfragen der
Mathematikdidaktik in Prediger 2005, Anwendung etwa in Rutten 2016).
Das Modell besteht aus den folgenden drei Komponenten, die jeweils von
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den anderen abhéngig sind (vgl. Kattmann 2007, S. 94ff.; Reinfried u. a.
2009, S. 407ff.):

— fachliche Klarung: Inhaltsanalyse zentraler fachwissenschaftlicher ak-
tueller und historischer Aussagen, Theorien, Methoden und Termini,

— Erfassen der Lernerperspektive: Ermitteln individueller Lernvoraus-
setzungen, die die Zuschreibung von Vorstellungen gestatten,

— didaktische Strukturierung: grundsatzliche und verallgemeinerbare
Ziel-, Inhalts- und Methodenentscheidungen fur den Unterricht.

Ziel der Didaktischen Rekonstruktion ist es, Unterschiede, Gemeinsamkei-
ten und Berilihrungspunkte zwischen den Perspektiven herauszuarbeiten und
wechselseitig in Beziehung zu setzen, um das Lehren und Lernen zu opti-
mieren (vgl. GroR 2007, S. 43; Reinfried u. a. 2009, S. 405).

Im konkreten Fall (Stichprobe: n=10 Lernende des Gymnasiums der 10.
Klasse nach Behandlung des Themengebiets Logarithmus) wurde die fach-
liche Klarung mittels modifizierter qualitativer Inhaltsanalyse (vgl. Gropen-
gieler 1997) in den Schritten Zusammenfassung, Explikation und Struktu-
rierung durchgefuhrt. Grundlage dafir bildeten die mathematikgeschichtlich
bedeutenden Beitrage zur (Weiter-)Entwicklung des Logarithmus von Na-
pier (1619), Euler (1788) und Klein (1924). Die Schulerperspektive wurde
mittels problemzentrierten, leitfadengestitzten Einzelinterviews als Tonauf-
nahme erfasst, transkribiert, redigiert und schlief3lich auch mit Hilfe der qua-
litativen Inhaltsanalyse ausgewertet. In beiden Perspektiven sind die Analy-
sefragen strukturiert nach (1) Begriff des Logarithmus, (2) Rechnen mit Lo-
garithmen, (3) Logarithmusfunktion, (4) inner- und auBermathematische An-
wendung und (5) Bedeutung. Im Rahmen dieses Beitrags soll sich auf die
Untersuchungsergebnisse aus fachlicher und Schilersicht zum Logarithmus-
begriff beschrankt werden (fir die detaillierten Untersuchungsergebnisse
vgl. Friedrich 2016).

Erste Ergebnisse von Lernersperspektive und fachlicher Klarung

Die Auswertung der Perspektiven der Lernenden hat eine grof3e Bandbreite
an unterschiedlichen Auffassungen ergeben, wobei bei keinem Lernenden
nach Behandlung des Themengebiets — gemessen an den VVorgaben der Lehr-
blcher — eine vollstandig korrekte VVorstellung vom Logarithmusbegriff und
seinen Eigenarten nachgewiesen werden konnte. Gemeinsam ist bei allen,
dass der Logarithmus mit dem Exponenten in Relation gebracht wird, wobei
die grundlegende Vorstellung von einer spezifischen Zahl (der Exponent als
Objekt), Gber den gesamten Rechenausdruck (die Gleichung loga(b)=c) bis
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hin zur Umkehrfunktion des Potenzierens reicht. Dabei kann von allen Ler-
nenden die Basis korrekt als solche benannt werden, die anderen Termini mit
grol3er Mehrheit nicht oder falsch. Hinsichtlich der Einschrankungen fiir Nu-
merus, Basis und Logarithmus gibt es unter der Lernenden keine vollig kor-
rekte Vorstellung, jedoch erinnert sich die Mehrheit an vermeintlich mar-
kante Werte wie 0 oder 1.

So ambivalent wie die Vorstellungen der Lernenden zum Logarithmus sind
auch die Ergebnisse der fachlichen Klarung, die auf den drei 0.g. historischen
Quellen basieren. Bei Napier als einem der Erfinder des Logarithmus findet
sich als herauszustellender Punkt duf3erst anschaulich der grundlegende, dem
Logarithmus innewohnende fundamentale Zusammenhang der Zuordnung
von Werten einer geometrischen Reihe zu Werten einer arithmetischen
Reihe. Euler hingegen gibt die Begriffsklarung tber die heute noch tbliche
Umkehrung: Mit c=aP gilt, dass der Logarithmus der Exponent b derjenigen
Potenz einer Basis a ist, welche der Zahl ¢ gleich ist. Dabei benennt er a als
Wurzel, spater Basis, ¢ als Zahl und b als Exponent. Auch zur Einschrankung
der Basis als groRer als 1 dufRert er sich. Letzteres prazisiert Klein spater,
dass die Basis stets grofer als 0 sein misse und der Numerus nur positive
Werte annehmen durfe. Den Hauptaspekt von Klein stellt jedoch die funkti-
onale Sichtweise auf den Logarithmus dar; derart, dass der Logarithmus zur
Basis b der von y=1/x zwischen x=1 und x=b umschlossene Flacheninhalt
Ist.

Aufbau von tragfahigen Grundvorstellungen der Lernenden: Zusam-
menfihren der Erkenntnisse der Didaktischen Rekonstruktion

Als Implikation fir die didaktische Strukturierung zeigt sich damit, dass in
derzeitigen Lehrbiichern die Einfuhrung des Logarithmus mit beginnender
Begriffsbildung und Diskussion der Eigenschaften fast ausschliel3lich Gber
die maRgeblich auf Euler zuriickgehende) Umkehrung des Potenzierens
loga(b) = ¢ & a°=b geschieht. Durchaus mit gewinnbringenden Effekten fiir
die Lernenden: So lassen sich die wichtige Vorstellung des Gegenspielers
(vgl. Weber 2013, S. 90ff.) und auch Rechengesetze recht einfach ableiten
sowie Einschrankungen fir Basis, Numerus und Logarithmus begriinden.

Letzteres ldsst sich ebenso durch die von Klein betonte reell-funktionale
Sichtweise anschaulich entdecken. Fir ein vertieftes Verstandnis von der
charakteristischen Vorstellung des Herabsetzens der Rechenoperation (vgl.
ebd.) kann die prinzipielle Transformationsidee von Napier helfen, fir die
Vorstellung des logarithmischen Wachstums daneben auch Kleins Interpre-
tation und Veranschaulichung des Logarithmus als Hyperbelflache.
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Die Ergebnisse der Didaktischen Rekonstruktion legen also nahe, dass eine
Einbeziehung aller drei aus den historischen Quellen abgeleiteten Sichtwei-
sen im Mathematikunterricht helfen kann, den Lernenden die verschiedenen
oben angefiihrten Aspekte des Logarithmus nahe zu bringen. Auf diese
Weise erwerben die Schiilerinnen und Schiiler ein strukturelles und vertieftes
Verstandnis der verschiedenen Facetten der Thematik.
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