Felix LENSING, Berlin

»Aber Papa, die 1 ist doch gerade!« —
Reflexionen zur Frage der Reprasentation am Beispiel von
Zahl- und Funktionsbegriff

Hauke: »Weil3t du schon, was gerade und ungerade Zahlen sind?«
Madita (5 J.): »N0, was ist das?«

Hauke: »Naja, so 2, 4, 6 und 8 sind zum Beispiel gerade Zahlen. 1, 3, 5 und 7 sind un-
gerade«

Madita (5 J.): »Nein Papa, das kann nun wirklich nicht sein.«

Hauke: »Doch, doch. Jede zweite Zahl ist gerade. Und die 2 ist gerade und die 4 dann
auch.«

Madita (5 J.): »Aber Papa, die 1 ist doch gerade, dann kann das also nicht stimmen!«

Der Ausgangspunkt dieses Beitrags [1] liegt in der folgenden These: Die
Konfusion von Reprasentant und Referent, die sich auch in Maditas letzter
Aussage ausdrickt, sollte nicht vorschnell als Abweichung von einer gelin-
genden mathematischen Praxis abgetan, sondern im Gegenteil als produkti-
ver Bestandteil der psychischen und sozialen Genese mathematischer Be-
griffe angesehen werden. Diese These wird Folgenden in drei Schritten ent-
faltet: Im ersten Schritt wird auf die semiotische Struktur reflektiert, die sich
in dem Eingangsdialog manifestiert (I.); in einem zweiten Schritt soll durch
einen Blick in die Geschichte des Funktionsbegriffs aufgezeigt werden, dass
selbst Leonard Euler noch Schwierigkeiten damit hatte, die Eigenschaften
des Funktionsterms von den Eigenschaften der Funktion zu trennen (l1.); in
einem dritten und letzten Schritt werden dann zwei Thesen zum Lehren und
Lernen mathematischer Begriffe vorgestellt, die sich als Konsequenz aus den
Uberlegungen in den ersten beiden Abschnitten ergeben (l11.).

Maditas Urteil, dass die 1 keine ungerade Zahl sei, geht unmittelbar in eine
wahre Aussage (ber, sobald die Unterscheidung zwischen der Ziffer und der
dargestellten Zahl eingefuhrt wird. Im Kontext dieser Unterscheidung wird
namlich deutlich, dass der Referent ihres Urteils nicht die dargestellte Zahl,
sondern die Ziffer war und die arabische Ziffer »1«, an die Madita vermut-
lich gedacht haben wird, da kann man ihr nur beipflichten, ist sogar ziemlich
gerade. Demgegenuber sind wir es in diesem Kontext gewohnt, die Worter
»gerade« und »ungerade« als Eigenschaften aufzufassen, die wir der darge-
stellten Zahl zu- bzw. absprechen, nicht aber ihrer Ziffer. Allgemein gespro-
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chen: Es handelt sich um Eigenschaften des Referenten und nicht um Eigen-
schaften des Reprasentanten. In dem Eingangsdialog manifestiert sich damit
das, was ich das »Grundverhéltnis der Reprasentation< nennen méchte: Eine
Reprasentation ist eine Beziehung zwischen einem Reprasentanten und ei-
nem Referenten. In einem Reprasentationsverhaltnis muss also immer zwi-
schen drei Positionen unterschieden werden: (1) dem Représentanten (hier:
die Ziffer »1«), (2) dem Referenten (hier: die Zahl 1) und (3) der Reprasen-
tation, d. h. der Beziehung von Reprasentant und Referent (hier: die Zahl-
darstellung als Beziehung zwischen der Ziffer »1« und der Zahl 1).

Um dieses Verhaltnis, also die Beziehung zwischen einem Reprasentanten
und einem Referenten, genauer analysieren zu kdnnen, unterscheidet Quine
(1974, S. 64ff) zwischen »Nennen« und »Gebrauchen«: Wenn wir kommu-
nizieren, dann gebrauchen wir immer nur die Représentanten, also Entitaten
innerhalb einer Sprache, aber wir gebrauchen sie nur, um damit Sachver-
halte auRBerhalb der Sprache zu benennen. Wenn wir zum Beispiel sagen, »1
ist eine ungerade Zahl«, dann gebrauchen wir die Worte und Ziffern, um
eine begriffliche Beziehung zu benennen. Wir treffen ndmlich die Aussage,
dass die Zahl 1 unter den Begriff ungerade Zahl subsumiert werden kann.
Dazu gebrauchen wir jedoch weder die Zahl 1 noch den Begriff ungerade
Zahl. Die Zahl 1 oder den Begriff ungerade Zahl selbst zu gebrauchen, ist
schon deswegen unmaoglich, weil wir sie nicht wahrnehmen kénnen. Sie kon-
nen eben nur mittels ihrer Représentanten, also z. B. Gber den sprachlichen
Ausdruck »ungerade Zahl« oder die Ziffer »1«, zum Gegenstand der Kom-
munikation und des Denkens gemacht werden.

Wer erfolgreich Arithmetik betreiben will, muss lernen, Aussagen tber Zahl-
darstellungen, die darstellungsunabhangig sind (z. B.: »1 ist eine ungerade
Zahl« oder »3 ist ein Teiler von 9«), von solchen Aussagen tber Zahldarstel-
lungen zu unterscheiden, die darstellungsabhangig sind (z. B.: »9 ist einstel-
lig« oder »Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre
Quersumme durch 3 teilbar ist.«). Wann immer man es mit mathematischen
Aussagen zu tun hat, sollte man sehr genau hinschauen, was denn nun ei-
gentlich der Referent ist, tber den bestimmte Eigenschaften und Beziehun-
gen ausgesagt werden. Wird die Frage der Referenz missachtet, so entstehen
Paradoxa. Sieht man namlich in unserem Fall von der Unterscheidung zwi-
schen Ziffer bzw. Zahlwort und dargestellter Zahl ab, so werden zwei ver-
schiedene Referenten, die in einer Zahldarstellung aufeinander bezogen wer-
den, zu einem einzigen kondensiert. In unserem Fall wirde dies zu der para-
doxen Aussage fiihren, dass die Zahl 1 sowohl gerade als auch ungerade ist.
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In seiner Introductio in analysin infinitorum definierte Euler im Jahre 1748
eine Funktion wie folgt: »Eine Funktion einer veranderlichen Groéf3e ist ein
analytischer Ausdruck, der in beliebiger Weise aus dieser verénderlichen
Grole und aus Zahlen oder konstanten GrélRen zusammengesetzt ist« (Euler,
1885, S. 4). Es fallt unmittelbar auf, dass Euler in seiner Definition, die Funk-
tion mit dem Funktionsterm identifiziert. Er schreibt ndmlich nicht, dass ein
analytischer Ausdruck eine Funktion darstellt, sondern er schreibt, dass eine
Funktion ein analytischer Ausdruck ist. Entsprechend nannte Euler dann
auch gerade diejenigen Funktionen stetig, welche sich in einem einzigen ana-
Iytischen Ausdruck (d. h. in einem geschlossenen Funktionsterm) darstellen
lassen und bezeichnete alle diejenigen Funktionen als unstetig, fir die keine
solche geschlossene Darstellung existiert. Auf die Schwierigkeiten, die sich
in diesem Fall aus der Identifikation von Reprasentant und Referent ergeben,
hat Augustin-Louis Cauchy eindringlich hingewiesen: Die Stetigkeit als eine
Eigenschaft aufzufassen, die in dieser Weise am Funktionsterm abgelesen
werden kann, flhrt zu Paradoxien, da ein und dieselbe Funktion zugleich
stetig und unstetig genannt werden kann, je nachdem, welche Darstellung
jeweils gewdhlt wird. Cauchy (1844, S. 145f.) hat dies an dem folgenden
Beispiel verdeutlicht:

x fallsx >0
fx) = {—xfalls x<0

Im Objektbereich der reellen Zahlen sind die beiden Funktionsterme zwei
Darstellungen von ein und derselben Funktion (der Betragsfunktion), da die
Funktionswerte fir alle reellen Zahlen lbereinstimmen. Die Funktion wére
daher als stetig zu bezeichnen, sofern man sich fir die geschlossene Darstel-
lung entscheidet, sie kdnnte jedoch ebenso gut unstetig genannt werden, so-
fern der andere, nicht-geschlossene Ausdruck préaferiert wird.

und  g(x) = V2.

Der entscheidende Schritt in der Entwicklung des Funktionsbegriffs lag nun
darin, die Funktion mittels des Verfahrens der Definition durch Abstraktion
als eigensténdigen, abstrakten Gegenstand von ihren vielfaltigen Erschei-
nungsformen bzw. Représentanten abzuldsen: Eine spezifische Funktion
wurde als Klasse aller einander funktional aquivalenten Funktionsterme auf-
gefasst. Zwei Terme konnen dann und nur dann als funktional dquivalent
identifiziert werden, wenn ihre Funktionswerte fiir alle Elemente im Defini-
tionsbereich tUbereinstimmen. Der Begriff der Funktion wird damit auf eine
feste Kopplung von Input und Output innerhalb von zwei Objektbereichen
reduziert, die dadurch charakterisiert werden kann, dass jedem Element aus
dem einem Objektbereich genau ein Element aus dem anderen Objektbereich
zugeordnet wird.
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Die beiden Unterscheidungen Zahl/Ziffer und Funktion/Funktionsterm, mit
denen ich mich in diesem Beitrag exemplarisch auseinandergesetzt haben,
verweisen damit auf eine grundlegende Schwierigkeit jeglicher mathemati-
schen Tétigkeit: Mathematische Objekte sind uns niemals direkt, sondern
immer nur indirekt mittels einer Reprasentation zugénglich. Wir gebrauchen
nie die mathematischen Objekte selbst, sondern immer nur ihre Reprasen-
tanten, aber wir gebrauchen ihre Reprasentanten nur, um damit die mathe-
matischen Objekte zu benennen. Die Frage, was der Referent ist, Gber den
bestimmte begriffliche Beziehungen ausgesagt werden konnen, stellt sich
daher auf allen Ebenen mathematischer Theoriebildung immer wieder neu
und auf jeder dieser Ebene lduft man auf ein Neues Gefahr, vorschnell die
Représentanten mit dem zu verwechseln, was sie reprasentieren.

Die bisherigen Uberlegungen konvergieren in einer doppelten These: (1) Das
Lernen eines mathematischen Begriffs durchlauft zunéchst eine Phase, in der
gerade nicht durchschaut wird, dass die Reprasentanten eines Begriffes nicht
der mathematische Begriff sind, sondern ihn nur darstellen. Anders ausge-
driickt: Das Lernen eines Begriffs kann als Prozess des fortschreitenden
Durchschauens derjenigen Merkmale beschrieben werden, die in der syste-
matischen Variation einer oder mehrerer Repréasentanten als Invarianten her-
austreten; (2) Wenn dieser Prozess des fortschreitenden Durchschauens im
Kontext von padagogischer Kommunikation stattfindet, so ist anzunehmen,
dass ein derartiges Begriffslehren dadurch erleichtert wird, dass die Leh-
rende nicht nur durchschaut, sondern vor allem auch durchschaut, dass sie
durchschaut, dass die vielféltigen Reprasentanten nicht die mathematischen
Begriffe sind, sondern sie nur darstellen und aulRerdem auch noch durch-
schaut, dass der Lernende dies gerade nicht durchschaut.

[1] Dieser Beitrag ist eine stark gekiirzte Fassung des urspringlichen Vortragsmanu-
skripts, das in voller L&nge unter dem folgenden Link aufgerufen werden kann:
https://www.researchgate.net/publication/323868914 Aber Papa_die_1_ist_doch_ge-
rade - Reflexionen_zur_Frage der Reprasentation_am_Beispiel von_Zahl-
und_Funktionsbegriff Manuskript (DOI: 10.13140/RG.2.2.26684.13448).
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