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Beweisverstandnis in der Studieneingangsphase —
Konzeptualisierung und erste Ergebnisse

Der Ubergang von der Schule in ein Mathematikstudium fallt vielen Stu-
dierenden schwer. Als ein Grund hierfir wird das Beweisen angefunhrt,
welches in der Universitét eine zentrale Aktivitat darstellt. Neben der Be-
weiskonstruktion gehdrt zum Beweisen auch das Beweisverstandnis, wel-
ches in der Literatur in eine lokale und eine globale Ebene unterteilt wird.
In dieser Studie wurde ein Test zur Erhebung des Beweisverstandnisses im
Bereich der Zahlentheorie entwickelt. Es werden erste Ergebnisse der Pilo-
tierung mit Gber 100 Teilnehmenden in einem Mathematikvorkurs vorge-
stellt. AuBerdem wird diskutiert, welche individuellen Merkmale, vor allem
bezogen auf schulische Leistungen, mit dem Beweisverstandnis zusam-
menhéngen koénnten. Aus diesen Ergebnissen werden dann mdogliche theo-
retische und praktische Implikationen gefolgert.

Theoretischer Hintergrund

Beweisen ist bereits zu Beginn der Studienzeit ein Hauptbestandteil eines
Mathematikstudiums. In der Literatur werden vier Komponenten unter-
schieden, die zur F&higkeit des Beweisens gezahlt werden: Beweisver-
stdndnis, Beweiskonstruktion, Beweisvalidierung und Beweisevaluation
(vgl. z. B. Selden & Selden, 2015). Unter Beweisvalidierung und Beweis-
evaluation wird verstanden, inwiefern Studierende einschatzen kénnen, ob
ein Beweis valide, also vollstandig richtig ist, und zusétzlich evaluieren
konnen, ob der Beweis ,,gut aufgeschrieben ist. Die Beweiskonstruktion
beinhaltet das Konstruieren von eigenen Beweisen, wahrend sich das Be-
weisverstandnis auf das Verstehen von geschriebenen, korrekten Beweisen
bezieht.

Diese letzte Komponente, das Beweisverstandnis, wird von Studierenden in
den ersten Semestern hdufig benotigt. Sie mussen die Beweise verstehen,
die ihnen der Dozent bzw. die Dozentin in der Vorlesung présentiert oder
die in Skripten und Lehrbiichern stehen. Dazu missen die Studierende die
Beweise nicht nur auf Basis der grammatikalischen Zusammenhénge ver-
stehen, sondern zusatzlich auch ein tiefergehendes Verstandnis aufbauen.
Damit konnen sie z. B. die im Beweis genutzten Methoden und Begrin-
dungen auf eigene Beweiskonstruktionsprozesse Ubertragen. Trotzdem gibt
es zu dieser Komponente des Beweisens nur wenig Forschungsarbeit (vgl.
z. B. Mejia-Ramos et al., 2009). Ein Grund dafiir konnte sein, dass Be-
weisverstandnis zundachst messbar gemacht werden muss. Um dies zu reali-
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sieren, haben Mejia-Ramos et al. (2011) basierend auf Yang und Lin
(2008) und Conradie und Frith (2000) ein Modell fur das Beweisverstand-
nis entwickelt. Dieses Modell beinhaltet sieben Dimensionen ohne hierar-
chische Gliederung, die in zwei Gruppen geteilt werden. Auf der lokalen
Ebene soll der Beweis auf Basis einzelner Aussagen verstanden werden.
Dazu gehoren die Bedeutung von Termen und Aussagen, der logische Sta-
tus von Aussagen und ,,proof framework* und die Begriindung von Aussa-
gen. Auf einer eher globalen Ebene soll der Beweis im Gesamten verstan-
den werden. Hierzu gehéren das Zusammenfassen der Hauptideen, das
Identifizieren der modularen Struktur des Beweises, der Transfer der all-
gemeinen Ideen oder Methoden auf einen anderen Kontext und das Illust-
rieren des Beweises mit Beispielen. Mit diesem Modell wurde in dieser
Studie ein Beweisverstandnistest zu einem Beweis aus der Zahlentheorie
entwickelt. Damit soll das Beweisverstandnis von Studierenden am Anfang
ihres Studiums néher beleuchtet werden, um u. a. individuelle Merkmale zu
identifizieren, die mit dem Beweisverstandnis zusammenhéngen konnten.

Forschungsfragen

Die Beantwortung der folgenden Fragestellungen soll Hinweise fur die Gi-
te des entwickelten Instruments liefern:

e Welches Beweisverstdndnis haben Studierende mit mathematischen
Studienfachern in der Studieneingangsphase beziiglich eines Bewei-
ses aus der Zahlentheorie? Lassen sich die theoretisch definierte lo-
kale und globale Ebene des Beweisverstandnisses empirisch bele-
gen?

e Welche individuellen Merkmale, insbesondere verschiedene Schul-
leistungen, hangen mit dem individuellen Beweisverstandnis zu-
sammen?

Methode

Es wurde ein Beweisverstandnistest mithilfe des Modells von Mejia-Ramos
et al. (2011) entwickelt. Zusatzlich diente auch ein von Hodds et al. (2014)
bereits genutzter Test als Vorbild. Die verschiedenen Phasen der Testent-
wicklung sind angelehnt an Mejia-Ramos et al. (2017). Zuerst wurde ein
Beweis aus dem Bereich der Zahlentheorie ausgewéhlt, der nur wenig
Vorwissen von den Studierenden benétigt. Dann wurden zu den verschie-
denen Dimensionen des Modells zum Beweisverstandnis offene Items for-
muliert. Diese offenen Fragen wurden funf studentischen Hilfskraften aus
dem Bereich des Lehramts flir Gymnasium und Haupt-, Real- und Gesamt-
schule in Interviews gestellt, um Distraktoren flr Multiple-Choice-Items zu
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generieren. Dabei wurden einige Items als zu schwierig eingestuft und aus
dem Test entfernt. AulRerdem wurden einige Items als offene Fragen belas-
sen, wenn die Generierung von Distraktoren nicht moglich erschien. Zu-
satzlich wurde der Test mit einigen Expertinnen und Experten aus dem
Kompetenzzentrum Hochschuldidaktik Mathematik (khdm) diskutiert.

Der entwickelte Test beinhaltet 11 Items zum Beweisverstandnis. Dabei
sind 6 Items auf der lokalen und 5 Items auf der globalen Ebene einzuord-
nen, wobei ein Item auch einen Transfer in die Beweiskonstruktion bein-
haltet. Die offenen Items wurden doppelt kodiert mit den Werten 0, 0,5 und
1. Jede weitere Itembearbeitung wurde dichotom mit 0 und 1 kodiert. Der
Test wurde als Paper & Pencil-Test wahrend eines mathematischen Vor-
kurses an einer deutschen Universitat ausgeteilt. Die Stichprobe besteht aus
114 Teilnehmerinnen und Teilnehmern eines mathematikbezogenen Vor-
kurses vor dem Beginn eines stark mathematikhaltigen Studiums (zum Bei-
spiel Mathematik, Wirtschaftsmathematik oder Lehramt mit Fach Mathe-
matik). Es wurden die Abiturnote (M = 2,06, SD = 0,68), die letzte schuli-
sche Deutschnote in Punkten (M = 8,74, SD = 3,49) und die letzte schuli-
sche Mathematiknote in Punkten (M = 11,27, SD = 3,02) erfragt.

Ergebnisse

Die verschiedenen Antwortmdglichkeiten der Multiple-Choice-Items wur-
den empirisch untersucht. Ziel dabei war es, herauszufinden, ob sich die
falschen Antworten als Distraktoren eigenen. Zum Beispiel wurde das un-
ten angegebene Item von 111 Studierenden mit der folgenden Verteilung
beantwortet:

Welche Art von Beweis wurde hier verwendet?

[] Vollstandige Induktion (15,3%)
[] Beweis durch Widerspruch (9,9%)

[] Direkter Beweis (richtig, 59,5%)
[] Beweis durch Kontraposition (15,3%)

Selbst bei diesem Item wurden die zunédchst als ,,zu leicht vermuteten Dis-
traktoren wie ,,vollstindige Induktion” ausgewdhlt. Bei anderen Items
mussten die Distraktoren geringfiigig Uberarbeitet werden. Die einzelnen
Items weisen einen Mittelwert von 0,49 bis 0,96 (SD = 0,19-0,50) auf. Die
Reliabilitat des Beweisverstandnistests (M = 6,25, SD = 2,37) kann als zu-
friedenstellend bezeichnet werden. Es wurde untersucht, ob sich eine lokale
und eine globale Ebene des Beweisverstandnisses trennen lassen. Eine Fak-
torenanalyse zeigte keine Evidenz dafur. Die Abiturnote und die letzte

1309



Schulnote in Deutsch korrelieren mit mittlerer Starke mit dem Beweisver-
stdndnis. Die letzte schulische Mathematiknote korreliert nicht signifikant
mit dem Beweisverstandnis.

Diskussion

Es wurde ein Beweisverstandnistest zu einem Bewelis aus der Zahlentheorie
entwickelt. Wahrend der Studie sind Herausforderungen aufgetreten, die
bei Testentwicklungen zu bedenken sind. So sind manche Dimensionen des
Modells von Mejia-Ramos et al. (2011) in einem Test bestehend aus Mul-
tiple-Choice-ltems schwierig umzusetzen. Beispielsweise ist ein Transfer
der Hauptideen eines Beweises schwierig zu erfragen, ohne eine neue Aus-
sage beweisen zu lassen.

Insgesamt hé&ngt das Beweisverstandnis mit schulischen Leistungen zu-
sammen. Allerdings korreliert die letzte schulische Mathematiknote uner-
wartet nicht mit dem Beweisverstandnis. Ein Grund dafiir kann die bereits
sehr hohe mathematische Durchschnittsnote in dieser Stichprobe sein, so
dass ein Deckeneffekt aufgetreten sein konnte. Die Korrelation der letzten
schulischen Deutschnote mit dem Ergebnis des Beweisverstandnistests gibt
einen Hinweis auf einen bedeutenden Zusammenhang zwischen Beweis-
verstandnis und Leseverstandnis, was in weiteren Studien untersucht wer-
den soll.
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