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Design-Research als fachdidaktisches Forschungsformat: Am
Beispiel Auffalten und Verdichten mathematischer Strukturen

1. Design-Research als fachdidaktisches Forschungsformat

Design-Research ist ein Forschungsformat von wachsender Bedeutung in
den Fachdidaktiken und anderen Bildungswissenschaften (teilweise syno-
nym genannt design-based research, Entwicklungsforschung). Es kombiniert
zwei Ziele, die friher als kontrovers, heute jedoch als komplementar ver-
standen werden: (1) Gestaltung von Lehr-Lehr-Arrangements und damit
Weiterentwicklung der Unterrichtspraxis und (2) Gewinnung von tiefen em-
pirischen Einsichten in Lehr-Lernprozesse zum Zwecke der didaktischen
Theoriebildung. Seit Wittmanns (1992) Pladoyer fir ,,Mathematikdidaktik
als Design Science* wurde das Design von Lehr-Lern-Arrangements zuneh-
mend als Aufgabe der wissenschaftlichen Disziplin anerkannt, insbesondere
wenn es forschungsbasierte Erkenntnisse tiber Lernstdnde und Lehr-Lern-
prozesse einbezieht. Diese Erkenntnisse Uber gegenstandsbezogene Lehr-
Lernprozesse werden u.a. in design-basierter Forschung in Design-Experi-
menten generiert (Brown 1992). 25 Jahre nach diesen friihen Arbeiten hat
sich das Forschungsformat in verschiedenen Varianten etabliert und durch
theoretische Fundierung und Festlegung von Qualitatskriterien konsolidiert
(Bakker & van Eerde 2015; Prediger, Gravemeijer & Confrey 2015).

Hier wird ein spezifisch fachdidaktisches Modell von Design-Research ge-
nutzt, die gegenstandsspezifische, lernprozessfokussierende Entwicklungs-
forschung (Hufmann et al. 2013). In ihr wird die Spezifizierung des Lernge-
genstands zundchst ausgehend von Literaturiiberblicken, in den weiteren
Zyklen dann auch empirische Auf-

gabe begriffen. Das Modell (vgl. / i >

Abb. 1) umfasst vier Arbeitsberei- eesuieren  Design
che, die iterativ aufeinander bezo- und strukturieren WHEHEN SRAiCEtn
gen werden: (a) Spezifizierung und 1

Strukturierung des Lerngegen- J,
stands, (Weiter-)Entwicklung des ‘ Design-Experimente
Designs, (c) Durchfiihrung und okale Theorien durchfiihren

. . (weiter) entwickeln
Auswertung von Design-Experi- €—  undavswerten

menten, und (d) Entwicklung von

Beitrdgen zur lokalen Theoriebil-  Abb. 1: Arbeitsbereiche von Design-Research
dung. im Funken-Modell (HuBmann et al. 2013)
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Dieser Beitrag skizziert VVorgehen und Ergebnisse des Forschungsformats an
dem Design-Research-Projekt MuM-Beweisen zur Frage ,,Wie kOnnen
Schilerinnen und Schuler logische Strukturen des Beweisens lernen?* (Pre-
diger & Hein 2017). Es nutzt dabei in den gefundenen Phdnomenen und
Mustern Analogien zu zwei anderen Design-Research-Projekten, die eben-
falls das Lernen mathematischer Strukturen adressieren, allerdings begriff-
lich-relationaler statt logischer Strukturen in einem Projekt zum Konzept der
Prozente (P6hler & Prediger 2015, Péhler 2018) und zum Konzept der funk-
tionalen Abhangigkeit (Prediger & Zindel 2017, Zindel 2018).

2. Lerngegenstand logische Strukturen spezifizieren

Die Spezifizierung des Lerngegenstands logische Strukturen von Beweisen
erfolgt zun&chst durch literaturgestiitzte Aufarbeitung des Forschungsstands
(Uberblick in Hanna & de Villiers 2012). Darin zeigt sich, dass das Erfassen
logischer Strukturen ein zentraler Bestandteil (unter mehreren) des formalen
Beweisens ist, flir den zahlreiche herausfordernde Aspekte empirisch identi-
fiziert wurden (vgl. Abb. 2).
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Abb. 2: Spezifizierung des Lerngegenstands: Aspekte der logischen Struktur von Beweisen

Das Erfassen und Nutzung logischer Strukturen erfordert zum Beispiel, in
pradikativ formulierte Satze eine Wenn-Dann-Struktur logischer Implikati-
onen hineinzusehen (Selden & Selden 1995, vgl. Beispiel in Abb. 3), auch
wenn diese nicht sichtbar ist.

| Wenn sich zwei Geraden
kreuzen und die Winkel

Auffalten der p und & nebeneinander-
logischen Struktur | liegen (d.h. Nebenwinkel sind)

einer Implikation U U
\ dannist p + 8 = 180. ‘ Konklusion
P y) = Qlxy)

Abb. 3: Notwendiges Auffalten der logischen Struktur einer Implikation

Nebenwinkelsatz Voraussetzung

Nebenwinkel von zwei
sich kreuzenden Geraden
ergénzen sich zu 180°
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Auch in anderen Kontexten erweist sich das Hineinsehen mathematischer
Strukturen aus epistemologischer Perspektive als eine zentrale Denkhand-
lung zur Strukturierung komplexer Situationen (Schwarzkopf 2007), die al-
lerdings denjenigen vorbehalten bleibt, die die Strukturen schon gut verin-
nerlicht haben. Dabei erweist sich der relationale Charakter vieler mathema-
tischer Konzepte als sowohl kognitiv als auch sprachlich besonders heraus-
fordernd (Steinbring 2005, Prediger 2013).

Es stellt sich daher die Frage, wie Strukturen sichtbar gemacht werden kon-
nen, ohne die in Abb. 2 angedeutete pradikatenlogische oder andere formale
und symbolische Sprache zu nutzen. Diese ist zwar fiir die Kommunikation
unter Fachleuten hoch effizient, weil sie prézise und hochverdichtet ist, steht
jedoch Lernenden der Klasse 8-12 nicht zur Verfugung.

3. Design entwickeln und in Design-Experimenten erproben

Um Lernende zu befahigen, die Herausforderungen im Erfassen mathemati-
scher (hier: logischer) Strukturen auch ohne formale Sprache zu bewaltigen,
muss die hoch verdichtete mathematische Struktur im Sinne Aeblis (1981)
wieder aufgefaltet, also in ihre einzelnen (Verstehens-)Elemente aufgeglie-
dert werden. Dazu wurden im Design des Lehr-Lern-Arrangements zum lo-
gischen Beweisen zwei Design-Prinzipien angewandt, die bislang vor allem
in Bezug auf Anschauungsmittel der Grundschuldidaktik systematisch un-
tersucht sind (Lorenz 1992, dort mit anderen Begrifflichkeiten):

(DP1) Visualisieren zum Explizieren der Struktur Voraussetzung
(DP2) Strukturelles Scaffolding, um Denkpro- R ———
zesse zu kanalisieren Check
Wahrend DP1 vorrangig auf Veranschaulichen als e ) S

Tatigkeit der Lehrkraft zielt, adressiert DP2 die ak-
tiven Tatigkeiten der Lernenden, die durch Ar-
beitsmittel kanalisiert werden. Es knlpft an lern- Schlussfolgerung —
psychologische Prinzipien des Scaffolding an
(Scaffold = Gerust, lernpsychologisch aufgebléat-
tert in Hannafin, Land & Oliver 1999) und wurde .

auch in anderen Projekten fruchtbar gemacht (z.B. (o o ltster s
in Péhler & Prediger 2015 mit dem Prozentstreifen
als Anschauungs-, Kommunikations-, Denk- und Abb. 4: Materialisierte Argu-
Problemlésemittel). Im hier vorzustellenden Pro- mentationsstruktur

. . . i ... als Designelement
jekt zum Beweisen werden die Designprinzipien

realisiert mithilfe des Designelements der sogenannten materialisierten Ar-
gumentationsstruktur, die zur Visualisierung und als Scaffold (= Gerdist)
gleichermalien dient (vgl. Abb. 4 und Hein, 2018).
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Das Lehr-Lern-Arrangement wurde in 5 Designexperiment-Zyklen mit 48
Lernenden und einer Klasse 8 erprobt, zundchst in Paarsettings, dann in
Kleingruppen und schlieBlich im Klassensetting, um zun&chst die strukturel-
len und sprachlichen Lernwege und Hiirden zu identifizieren und danach die
Dynamik des Regelunterrichts einzubeziehen (Prediger & Hein 2017).

4. Sprachlichen Lerngegenstand empirisch spezifizieren:
Sprachmittel zum Auffalten von Verdichtetem

Die qualitativen Analysen der durch das Lehr-Lern-Arrangement initiierten
und videographierten Beweisprozesse wurden mithilfe eines adaptierten
Toulmin-Schemas durchgefiihrt (dokumentiert in Prediger & Hein 2017).
Sie zeigen, dass Lernende mithilfe der materialisierten Argumentations-
struktur logische Strukturen von Beweisen zunehmend explizieren kénnen,
indem sie handelndes Strukturieren der Argumente ermdéglichen und die
Vervollstandigung unvollstandiger Argumentationen unterstttzen.

Gleichwohl zeigen die Analysen der ersten Zyklen auch eine wichtige
Grenze: Viele Lernenden kénnen die materialisierte Argumentationsstruktur
zwar fullen und damit Beweise angemessen strukturieren, sie tendieren al-
lerdings dazu, die logischen Bezlige zwischen den einzelnen Bestandteilen
der materialisierten Argumentationsstruktur nur sehr wenig zu versprachli-
chen. Die Dominanz des Umgangs mit dem Material fiihrt stattdessen zu ei-
ner eher deiktisch oder graphisch angelegten Meta-Sprache: ,,und dann in
dem Feld ... und dann in dem Feld das Argument...”. Beim Auffalten der
logischen Struktur mithilfe der materialisierten Argumentationsstruktur
scheint vielen Lernenden also diejenigen Sprachmittel zu fehlen, mit denen
man die logischen Beziige auch sprachlich realisieren kann. Diese betreffen
kausale, konditionale und konsekutive Konnektoren, die die rein sequenzie-
renden Konnektoren einer VVorgehens-Erlauterung ersetzen missen (Hein
2018). Hier zeigt sich ein Phdanomen, das analog bereits in anderen Projekten
aufgetaucht war (z.B. Prediger & Zindel 2017, Pohler & Prediger 2015):

e Logische Strukturen sind ebenso wie begriffliche Strukturen (beim Kon-
zept funktionale Abhangigkeit oder beim Teil-Ganzes-Konzept) unsicht-
bar und durch ihren relationalen Charakter nur durch Sprache oder Visu-
alisierungen greifbar (Prediger 2013, Steinbring 2005), wobei auch die
Visualisierungen bereits hohe Verdichtungen aufweisen (Zindel 2018).

e Die formale Fachsprache, mit der die mathematischen Strukturen tbli-
cherweise adressiert werden, weist in der Regel ebenfalls eine extrem
hohe Verdichtung auf, ist daher meist syntaktisch relativ einfach und da-
her flr die Kommunikation unter Fachleuten ebenso hoch effizient wie
als Werkzeug des Denkens (in der kognitiven Funktion von Sprache).

36



Dagegen missen Lernende, die sich in diese Strukturen und Sprachmittel
erst hineindenken, sie zu ihrer Bedeutungskonstruktion erst auffalten. Da-
fir sind im Mathematikunterricht die eigensprachlichen Ressourcen vie-
ler Lernender oft nicht ausreichend, stattdessen sind komplexere Sprach-
mittel erforderlich, die nicht auf den ersten Blick zur formalen Fachspra-
che gehdren, sondern meist dem (linguistisch nach wie vor unterbestimm-
ten) bildungssprachlichen Register zugeschrieben werden.

Uber diese Sprachmittel verfiigen einige Lernende bereits durch familiare
bildungssprachliche Lerngelegenheiten, fiir die anderen muss der Unter-
richt erst Lerngelegenheiten bereitstellen (Snow & Uccelli 2009). Diese
oft Ubersehenen Sprachmittel zu identifizieren, gehort zur empirischen
Aufgabe der Spezifizierung sprachlicher Anforderungen durch Analyse
von mathematischen Lernprozessen (Prediger & Zindel 2017).

Abbildung 5 gibt Beispiele aus drei Bereichen, und zwar dem der logischen
Strukturen, der begrifflich-relationale Strukturen bei funktionaler Abhangig-
keit und dem Prozent-Konzept als Teil-Ganzes-Struktur. Jeweils kursiv ge-
druckt sind diejenigen Sprachmittel der aufgefalteten Erklarungen, die em-
pirisch als nicht fur alle Lernende verfigbar identifiziert wurden.

Verdichteter Zugriff Aufgefaltete Erklarung
Begriffliche Struktur  f: Geschwindigkeit Der Benzinverbrauch hangt von
eines Funktionalen -> Benzinverbrauch der Geschwindigkeit ab, d.h. wenn
Zusammenhangs Benzinbrauch in man die Geschwindigkeit kennt,
(Prediger & Zindel 2017) Abhéngigkeit von der Ge- dann kann man daraus den Ben-

schwindigkeit zinverbrauch bestimmen.
Begriffliche Struktur  Anteil = % Prozente, das sind ja einfach An-
des Prozent-Kon- ) W teile in Hundertstel, damit be-
zepts 'S‘”te'l ?Is Qtuot(ljeg[ vog schreibt man den Teil von einem

rozentwert und Grund- i

(Pshler & Prediger 2015) " Ganzen. Man muss immer fragen,

wer von welchem Ganzen.
Logische Struktur  P(a) P(x) => Q(x) Das Argument PQ besagt fr alle
des Bezugs einer Im- Q(a) X, wenn P gilt, dann gilt auch Q.
plikation Die \/ ¢ der | Weil die Voraussetzung P fir a er-
auf einen Fall 1€ Voraussetzung aer Im- - ¢4 ist, kann man den Wenn-

(Prediger & Hein 2017)  auf den Fall a bezogen.

plikation wird Dann-Satz anwenden. Daraus folgt

nach dem Argument PQ auch Q(a).

Abb. 5 Auffalten von verdichteten Strukturen — kognitive und sprachliche Herausforderung
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5. Konsequenzen firs Design

Als Konsequenz dieser Analysen wurden die spezifizierten sprachlichen An-
forderungen expliziter zum Lerngegenstand gemacht, und deren Erlernen
durch folgende Designprinzipien unterstitzt:

(DP3) Sprache immer wieder einfordern
(DP4) Sprache unterstitzen und sukzessive aufbauen

Zum DP3 wurden im Projekt MuM-Beweisen als Design-Elemente die
mindlichen Impulse und Nachfragen sowie die schriftlichen Schreibauftrage
herangezogen, um diskursiv reichhaltigere Anforderungen mit den Material-
handlungen zu kombinieren.

Zum DP4 diente in den Kleingruppensettings das mindliche Sprachvorbild
der Lehrkraft, von deren Formulierungen die Lernenden empirisch nach-
weislich viele Satzbausteine ibernahmen, wie eine Spurenanalyse zeigte. Im
Klassenunterricht des Zyklus 5 wurde die Sprachunterstiitzung zudem durch
einem Sprachspeicher (Abb. 6) gestérkt, denn die mindlichen Unterstiitzun-
gen bewéhren sich vor allem in Kleingruppenmoderationen.

Inwiefern die Schilerinnen und Schiiler des Klassenunterrichts sich die an-
gebotenen Satzbausteine zu eigen machen konnten, wird in den noch andau-
ernden Analysen genauer zu untersuchen sein.

Begriinde folgende Aussage:

Die Scheitelwinkel « und g sind
: immer gleich groR.

Damit haben wir hier
vorliegen.

-~ ‘z,
> ) in%e? Daher kénnen wir

,,,,,,

Argument besagt,

, dann

Argument

R S

Abb. 6: Sprachspeicher fur die Satzbausteine fur logische Bezlige im Klassenunterricht des
Zyklus 5
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6. Fazit: Forschungs- und Entwicklungsprodukte

Mathematische Strukturen sind anspruchsvoll zu lernen, weil sie abstrakt
und unsichtbar sind und meist in hoch verdichteter Weise kommuniziert wer-
den. Mithilfe verschiedener Entwicklungsforschungsprojekte kann der Zu-
sammenhang zwischen Denken und Sprechen lber Strukturen genauer ver-
standen werden. Dabei erweisen sich das Auffalten und Verdichten als zent-
rale Denk- und Lernhandlungen, die fiir Fachleute selbstverstandlich und fle-
xibel kombiniert werden, fur Lernende jedoch hohe kognitive und sprachli-
che Anforderungen stellen.

Vier Designprinzipien wurden formuliert, um die Strukturen und die zuge-
horige Sprache besser zuganglich zu machen. Die zugehérigen Designele-
mente zu ihrer Realisierung umfassen neben der materialisierten Argumen-
tationsstruktur insbesondere einen Sprachspeicher, um die sprachlichen
Lerngegensténde zu explizieren. Die qualitativen Analysen geben Hinweise,
dass die Lernenden mit ihrer Hilfe zunéchst die Auffaltungen verstehen und
damit dann die starker verdichtete formalbezogene Fachsprache zu mathe-
matischen Strukturen mit Bedeutung fiillen kdnnen. Da bei vielen sprachlich
Schwachen fiirs Auffalten die (bildungs-)sprachlichen Ressourcen nicht aus-
reichen, muss Sprachbildung im Fach genau daran ansetzen, nicht allein an
der schon verdichteten Fachsprache.

Die Analogien zwischen den Projekten MuM-Beweisen, MuM-Funktionen
und MuM-Prozente zeigen, dass didaktische Phd&nomene und Muster zwar
zunéchst flr jeden einzelnen Lerngegenstand herausgearbeitet werden mus-
sen, sie jedoch dann auch in weiteren Fallen analog wieder zu finden sind.
So kann eine gegenstandsbezogene Forschung zunehmend auch gegen-
standstibergreifende Erkenntnisse liefern.

Dank. Ich danke meiner Doktorandin Kerstin Hein, die das hier beschriebene Projekt
MuM-Beweisen so engagiert und kompetent mit mir durchfuhrt.
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