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Graphentheorie in der Grundschullehramtsausbildung an der
Universitat Hildesheim

Seit etwa funf Jahren gibt es an der Universitat Hildesheim fiir Grundschul-
studierende fachwissenschaftliche Vorlesungen und Seminare zur Graphen-
theorie. Mittlerweile existieren zahlreiche Abschlussarbeiten zu fachwissen-
schaftlichen und fachdidaktischen Fragestellungen aus diesem Bereich. Im
Zuge der Einfuhrung von GHR 300 wurde dieses Angebot um ein Projekt-
band zur Graphentheorie in der Grundschule ergénzt, in dem Studierende
eigene Forschungsprojekte entwickeln und umsetzen. Im Folgenden werden
die einzelnen Veranstaltungen vorgestellt und es wird an ausgewéhlten Bei-
spielen der Mehrwert im Grundschulstudium deutlich gemacht. Ferner wer-
den einige aktuelle Forschungsprojekte prasentiert und weiterfihrende Fra-
gestellungen formuliert, die zur Diskussion anregen und einen Anstol} zu zu-
kinftigen Untersuchungen geben sollen.

Motivation

Bereits seit den 1950er Jahren gibt es verschiedene Argumente, die fiir die
Umsetzung graphentheoretischer Inhalte im schulischen Kontext angefiihrt
werden. Winter (1971) sieht die Graphentheorie z.B. als ein Themengebiet
an, das zur kreativen Auseinandersetzung mit der Mathematik anregt und
problemorientiertes, entdeckendes und forschendes Arbeiten fordert (vgl.
Winter, 1971). Bigalke (1974a) erganzt dies durch die Aspekte der immen-
sen Anwendungsfreundlichkeit, der grofen Anschaulichkeit und die weit ge-
streute Problemfreudigkeit auf jedem beliebigen Niveau (vgl. Bigalke,
1974a, Bigalke, 1974b). Leneke (2013) stellt die Vielfalt an inhaltlichen As-
pekten in der Graphentheorie als einen zentralen Vorteil heraus (vgl. Leneke,
2013). Dennoch ist die Graphentheorie derzeit kein Bestandteil schulischer
Bildung und ob bzw. inwiefern das beschriebene Potential wirklich zutref-
fend ist, wurde bisher wenig bis gar nicht untersucht. Die genannten poten-
ziellen Vorteile der Graphentheorie sollten sich auch auf die Lehramtsaus-
bildung Ubertragen lassen. Zusétzlich bietet dieses Gebiet einen anschauli-
chen und intuitiven Zugang zum Beweisen (vgl. Lutz-Westphal, 2006), wel-
ches den Studierenden haufig Schwierigkeiten bereitet. Diese Griinde fihr-
ten zur Implementierung von mehreren fachwissenschaftlichen und fachdi-
daktischen Veranstaltungen zur Graphentheorie in der Lehramtsausbildung.

Fachwissenschaftliche Veranstaltungen

Es gibt vier Veranstaltungen, in denen graphentheoretische Themen behan-
delt werden, die Mathe-Hitte im zweiten Semester (vgl. de Wiljes et al.,
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2016), die Vorlesung Algorithmen & Modellierung im dritten Semester, die
Vorlesung Vertiefung der Graphentheorie im flinften Semester und das
Fachwissenschaftliche Seminar zur Graphentheorie im sechsten Semester.
Dabei ist nur die zweite Veranstaltung verpflichtend, die anderen sind opti-
onal (es gibt weitere Vertiefungen). Im Folgenden wird kurz beschrieben,
welche Inhalte in den einzelnen Veranstaltungen eine Rolle spielen.

Waéhrend der Mathe-Hutte, einer dreitdgigen Exkursion, bearbeiten Studie-
rende in Kleingruppen (3-4) ein mathematisches Teilgebiet. Graphentheore-
tische Themen waren dabei Eulertouren, Farbungen, Matchings (Heiratssatz
von Hall) und viele weitere. Durch diese Veranstaltung werden bereits einige
Studierende motiviert, mehr zu dem Bereich erfahren zu wollen.

In der Vorlesung Algorithmen & Modellierung wird etwa 30% der Zeit fur
die algorithmische Ldsung (bindre Suchbdume, Tiefen- und Breitensuche,
Kruskal, Dijkstra und Ford-Fulkerson) graphentheoretischer Probleme ver-
wendet.

Die Vertiefung der Graphentheorie beschaftigt sich weitestgehend unter
Ausschluss algorithmischer Anteile mit den Bereichen/Konzepten Zusam-
menhang, B4ume, Matchings, Planaritat, Farbung, Netzwerke, Kreuzungs-
zahl und Zufallsgraphen. Der Fokus liegt auf dem Umgang mit graphenthe-
oretischen Objekten und dem Beweisen verschiedenster Aussagen sowie der
dafir notwendigen Verwendung geeigneter heuristischer Strategien. Ferner
werden in der begleitenden Ubung Forschungsfragen, wie etwa Maglichkei-
ten von Verallgemeinerungen bekannter Aussagen und Konzepte, bespro-
chen und teilweise gel6st. Erfahrungen aus den abschlieBenden miindlichen
Prifungen machen deutlich, dass viele Studierende in diesem mathemati-
schen Gebiet nicht nur in der Lage sind, korrekt zu definieren und Aussagen
wiederzugeben, sondern in kurzer Zeit selbstandig neue Probleme in geeig-
neter Weise anzugehen und partielle Antworten auf diese zu geben.

In den fachwissenschaftlichen Seminaren erhalten die Studierenden mathe-
matische Fachliteratur in Form von Artikeln aus fachwissenschaftlichen
Zeitschriften. Die dort zu findenden Beweise missen verstanden und prasen-
tiert werden. Durch den sehr anschaulichen Charakter der Graphentheorie
fallt es den Studierenden leichter als in anderen mathematischen Gebieten,
die Aussagen und Beweisschritte nachzuvollziehen. Ferner gibt es nach wie
vor viele aktive Forschungsbereiche innerhalb der Graphentheorie, die nicht
zu schwierig fur Studierende des Grundschullehramts sind. Beispielthemen
sind Turniergraphen, Beschriftungen von Graphen und Spiele auf Graphen
(z. B. Solitar und Lights-Out).
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Auf Grundlage ihres Seminarthemas kénnen Studierende eine fachwissen-
schaftliche Bachelorarbeit schreiben. Hier gibt es einerseits die ,,iibli-
che” Moglichkeit einer Literaturarbeit, allerdings besteht immer haufiger der
Wunsch nach Exploration eigener Forschungsfragen. So gab es in Bachelor-
arbeiten bereits neue Ergebnisse zu Konigen in gerichteten Graphen (Domi-
nanz von Graphen ist verwandt damit), die in absehbarer Zukunft fachwis-
senschaftlich publiziert werden sollen. Die Studierenden haben damit die
Maoglichkeit, direkt an Forschung beteiligt zu werden, was in manchen an-
deren mathematischen Bereichen mit dem Vorwissen fast unmdglich ist.

Fachdidaktische Veranstaltungen

Motiviert durch die zuvor genannten Aspekte wurde im Rahmen von GHR
300 ein Projektband Graphentheorie in der Grundschule konzipiert. In die-
sem haben Studierende innerhalb von drei Semestern eigene exemplarische
Forschungsprojekte entwickelt, durchgefiihrt, ausgewertet und reflektiert.
Mittels Leitfadeninterviews, Beobachtungen und Frageb6gen wurden z.B.
Einstellungen von Schiler_innen und Lehrpersonen zu graphentheoreti-
schen Inhalten, das Melde- und Arbeitsverhalten von Schiller_innen bei gra-
phentheoretischen Lernarrangements, Strategien bei der Bearbeitung gra-
phentheoretischer Problemstellungen sowie Meinungen der Lehrpersonen
darliber, welche prozessbezogenen Kompetenzen mit graphentheoretischen
Aufgaben gefordert werden, untersucht. AuRerdem wurden Schulbuchana-
lysen in Bezug auf graphentheoretische Inhalte durchgefiihrt. Als graphen-
theoretische Inhalte wurden dabei exemplarisch die Bereiche Kiirzeste
Wege, Minimal aufspannende Bdume, Eulerkreise und Farbung ausgewéhlt.
Die Evaluation des Projektbandes hat ergeben, dass die Studierenden auf
Grundlage der entwickelten und durchgefiihrten Projekte graphentheoreti-
sche Inhalte in der Grundschule zum einen fur umsetzbar halten und zum
anderen als eine sinnvolle Ergdnzung der ,,normalen‘ Inhalte sehen, um ma-
thematische Kompetenzen zu foérdern.

Das Ziel, das graphentheoretische Potential fiir den Mathematikunterricht in
der Grundschule weiter zu untersuchen, um neue Erkenntnisse tiber mogli-
che Chancen und Schwierigkeiten zu gewinnen, wurde weiterhin in Master-
arbeiten verfolgt. Die Studierenden untersuchen dabei ganz unterschiedliche
Problemstellungen, welche unter anderem die Analyse von Lehr-Lernpro-
zessen (z. B. Schrader, 2018) sowie die Gestaltung, Erprobung und Evaluie-
rung von Lernarrangements (z. B. Hagemann, 2018) umfassen. Beispiels-
weise hat Schrader (2018) in ihrer Arbeit unter anderem herausgearbeitet,
dass die befragten Viertklassler_innen ohne graphentheoretische Vorkennt-
nisse viele VVoraussetzungen ftir das Arbeiten mit Graphen mitbringen, der
aktive Wortschatz ausreichend ist, um Zusammenhénge beim Modellieren
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mit Graphen erlautern und interpretieren zu kdnnen und dass die Worter aus
dem aktiven Wortschatz der Kinder an eine geometrische Fachsprache ange-
lehnt sind (vgl. Schrader, 2018).

Ausblick und mdgliche weitere Forschungsansatze

Ausgehend von dem bisher nur subjektiv aber Gber die Jahre hinweg besta-
tigten Eindruck, dass den Studierenden das Verstandnis mathematischer
Konzepte und Beweismethoden anhand von graphentheoretischen Inhalten
leichter féllt, sollte dies genauer untersucht werden, um daraus mogliche
Konsequenzen fiir die Lehramtsausbildung und das Lernen von Mathematik
abzuleiten. Zum einen sollte hier erforscht werden, ob die Studierenden die
Konzepte tatsachlich besser verstehen. Wenn dies der Fall ist, sollte zum an-
deren die Ursache daflir ndher untersucht werden, indem die Graphentheorie
aus stoffdidaktischer Sicht genauer in den Blick genommen wird.

Des Weiteren sind die Ergebnisse aus den Projektbandern und den Master-
arbeiten als Ausgangspunkt fiir weitere graphentheoretische Forschungen im
schulischen Kontext zu sehen. Hier sollte es zunehmend zum Ziel werden,
das immer wieder angesprochene didaktische Potential graphentheoretischer
Inhalte anhand empirischer Forschung zu belegen und somit Chancen und
Grenzen flr die Umsetzung im Mathematikunterricht aufzuzeigen.
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