Alexander SCHULER-MEYER, Dortmund

Definieren im Ubergang zur Hochschule — Welche Ressourcen
haben Lernende, welche Unterstlitzung brauchen sie?

1. Einleitung

Der Ubergang von der Schule zur Hochschule stellt viele Lernende vor Her-
ausforderungen. Diese Herausforderungen haben vielféltige Ursachen. In der
Schulmathematik werden Objekte vielfach erfahrungsbasiert erarbeitet,
wéhrend Objekte in der Hochschule durch Definitionen spezifiziert und ihre
Merkmale durch logische Deduktionen bestimmt werden (de Guzmén, Ho-
dgson, Robert & Villani, 1998, S. 753). Allerdings nutzen Lernende im
Ubergang Definitionen nicht angemessen (Vinner, 1991).

Der formale und abstrakte Grenzwertbegriff stellt eine fundamentale ldee
der Analysis in der Hochschule dar. Gleichzeitig sind Lernenden Grenzwerte
aus der Schulmathematik vertraut, sie werden oft mithilfe der propéadeuti-
schen Metapher des ,,geht gegen® konzeptualisiert. Hieraus ergibt sich das
Erkenntnisinteresse, wie im Ubergang Schule-Hochschule an solche vorhan-
denen mathematischen Ressourcen angeknipft werden kann, um die Lernen-
den zu unterstltzen, sich in Hochschulmathematik einzufinden.

Im Folgenden wird eine Design-Research Studie im Ubergang Schule-Hoch-
schule vorgestellt, in der sich Lernende in Praktiken des Definierens einfin-
den, indem Sie die Epsilon-n-Definition von konvergenten Folgen nacher-
finden. Der Schwerpunkt der Studie liegt auf der Aktivierung schulischer
Ressourcen.

2. Definieren im Ubergang Schule-Hochschule

Lernende haben viele Intuitionen zum Grenzwertbegriff (Oehrtmann, 2009).
Diese Intuitionen konnen fruchtbar gemacht werden. Przenioslo (2005)
schlagt dafir das Klassifizieren von Folgen durch Epsilonstreifen vor. In die-
ser Aktivitat konnen Lernenden ihr Verstandnis von Konvergenz weiterent-
wickeln, hin zu ,.fast alle Folgeglieder liegen im Streifen* (Przenioslo, 2005,
S. 88, Ubersetzung ASM). Die Intuitionen und Metaphern der Lernenden
kdnnen durch entsprechende Lehrendenunterstiitzung und geeignete Aktivi-
taten zu einem formaleren und abstrakteren Grenzwertbegriff weiterentwi-
ckelt werden. Dabei wird jedoch bisher nicht systematisch an schulische
Ressourcen angeknipft.

Definitionen sind ein zentrales Element der Hochschulmathematik. Dennoch
haben viele Lernende Schwierigkeiten, Definition zu nutzen. Grinde dafir
sind, dass Definitionen Objekte ,kiinstlich* erscheinen lassen, und Lernende

In Fachgruppe Didaktik der Mathematik der Universitdt Paderborn (Hrsg.) 1655
Beitrdge zum Mathematikunterricht 2018. Miinster: WTM-Verlag



keine Erfahrungsbasis mit definierten Objekten sammeln konnten (Vinner,
1991). Zugleich werden Lernende kaum in Praktiken des Definierens einge-
fihrt — Lernende kennen Definitionen oft nur vom Beweisen. Zugleich aber
konnen Lernende die Rolle von Definitionen besser verstehen, wenn sie
diese in Praktiken des Definierens selbst erarbeitet haben (Swinyard, 2011).

Hieraus folgt, dass sich Praktiken des Definierens insbesondere eignen, um
Lernende zu unterstiitzen, von ihrem informellen, Metapher-basierten Ver-
stdndnis zu einem formaleren und abstrakteren Verstandnis voran zu schrei-
ten. Dabei konnen die Lernenden durch den informellen Zugang vermutlich
leichter an ihre schulischen Ressourcen ankntpfen, umso mehr, wenn eine
entsprechende Unterstiitzung durch Lehrende erfolgt.

3. Methodologisches: Design Research und Commognition

Der vorliegenden Studie liegt eine 5x90 Min. Unterrichtseinheit zugrunde. Die
Unterrichtseinheit basiert auf ,,Realistic Mathematics Education” (RME), d.h.
das Objekt konvergente Folge entsteht als das Produkt eigenaktiver Erkundun-
gen (vgl. Epsilonstreifenaktivitaten; Gravemeijer & Doorman, 1999). RME ist
ein in der Hochschulmathematik erfolgreicher Ansatz. Die Unterrichtseinheit
wurde im Forschungsprogramm des Design-Research in drei Designzyklen ite-
rativ entwickelt. Hier werden Daten der dritten Iteration der Einheit genutzt.

Die hypothetische Lerntrajektorie der Einheit basiert auf den vorhandenen For-
schungsergebnissen zum Lernen von Grenzwerten. Sie ist wie folgt aufgebaut:

Sitzung 1 Sitzung 2 Sitzung 3 Sitzung 4 Sitzung 5

Klassifizieren Definieren . Stetigkeit Nachweis
Nachweis von .
von Folgen konver- Konveraenz erkunden von Stetig-
mit Epsilon-  genter Fol- . rger und defi-  keit mit Defi-
: mit Definition : .
streifen gen nieren nition

Die Unterrichtsprinzipien, die das Lehren und Lernen in der Einheit strukturie-
ren, sind die folgenden:

— Prinzip der minimalen Hilfen und Scaffolding;

— Prinzip des ,,Defining as a Mathematical Activity” (DMA, Zandieh &
Rasmussen, 2010);

— Prinzip der Formalisierung durch Darstellungsvernetzungen zwischen
graphischen, sprachlichen und symbolischen Darstellungen.

Die Unterrichtseinheit ist in einem Brlckenkurs verortet, der im Jahr
2016/17 in der Oberstufe eines Gymnasiums vom Autor durchgefihrt wurde.
An diesem Kurs haben zwolf mathematisch interessierte Lernende der 11.
Klassen teilgenommen. Die Unterrichtseinheit wurde von zwei Masterstu-
dierenden mit Tutorerfahrungen in Analysis durchgefihrt.
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Die Lernprozesse und die Aneignung der Praktik des Definierens werden mit
der Theorie der Commognition untersucht (Sfard, 2008). Commognition
konzipiert Lernen als die VVeranderung von Diskursen, d.h. als die Verande-
rung diskursiver AuBerungen hin zu mathematisch tragfahigen AuRerungen.
Mathematische Diskurse unterscheiden sich hinsichtlich ihres Gebrauchs
von Schlisselwdértern, von Darstellungen und Symbolen und von Narrativen
wie Definitionen oder Beweisen. Weiterhin unterscheiden Sie sich in ihren
Praktiken, die auf das Erzeugen von Narrativen abzielen, wie dem Beweisen
oder dem Definieren (Sfard, 2008, S. 134). In dieser Studie werden die Prak-
tiken der Lernenden untersucht, sowie die erzeugten Definitionen — im Sinne
der Theorie als Narrative verstanden —, die zundchst in ihren zentralen Ent-
wicklungsschritten rekonstruiert werden.

4. Analyse von Schilerdokumenten

Im Folgenden sind zwei Definitionen abgebildet, die zentrale Entwicklungs-
schritte darstellen. Die erste Definition wurde von den Lernenden in der ers-
ten Partnerarbeitsphase erzeugt. Die Lernenden hatten die VVorgabe, alle in
der ersten Sitzung erarbeiteten Objektfacetten zu berticksichtigen (Abb. 1).
Die zweite Definition ist das finale Produkt der Sitzung, welches nach einem
Vergleich der in Partnerarbeit erzeugten Definitionen (Narrative) in Grup-
penarbeit mit Lehrendenunterstiitzung erarbeitet wurde (Abb. 2).

Definition
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Abb. 1: in Partnerarbeit erstellte Definition (geschrieben von Dennis).
Definition (Gruppenarbeit):

Eine unendliche Folge (a,)ney konvergiert gegen , immer

genau dann, wenn 4“:( = x
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Abb. 2: am Ende der Sitzung gemeinsam erarbeitete Definition.

Die zweite Definition ist eine tragfdhige mathematische Definition, die na-
hezu der Epsilon-n-Definition von konvergenten Folgen entspricht. In der
ersten Definition werden relevante Objektfacetten durch Schlusselworter
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(,,Maximalabstand*) gefasst; in der zweiten Definition werden nun symboli-
sche Darstellungen verwendet. Zudem werden in der zweiten Definition ma-
thematische Schliisselworter genutzt (,existiert”, ,,gilt), die fiir eine lo-
gisch-deduktiv geordnete Definition zentral sind. Das Symbol ,,A(m)* steht
hier fir n,. Die Lernenden haben A(m) nacherfunden, indem sie Schulwissen
uber funktionale Zusammenhéange aktiviert haben. Dies zeigt, dass die Ler-
nenden schulisches VVorwissen als Ressource nutzen konnten.

5. Diskussion

Die Studie bestéatigt den vielfachen Befund, dass Lernende aus reichhaltigen
Aktivitaten ein tragfahiges Verstandnis hochschulmathematischer Objekte
gewinnen konnen. Darlber hinaus zeigt Sie, dass die zentralen Entwick-
lungsschritte der Definition eng mit der Aktivierung und Neu-Durcharbei-
tung des schulischen Vorwissens und der Ubernahme von Schliisselwortern
durch die Lernenden zusammenhé&ngen. Erst diese Schllsselwdrter erlauben
es, die in der Aktivitat implizit bleibende logisch-deduktive Ordnung in der
Definition zu explizieren.
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