Heinz SCHUMANN, Weingarten

Raumgeometrische Entdecken:
Billardbahnen in einfachen Polyedern

1. Einleitung

Die Nutzung Dynamischer Raumgeometrie-Systeme (DRGS) erschlief3t
Lehrern und Schiilern im Kontext des entdeckenden Lernens neue raumge-
ometrische Themen (“Enrichment”). Dabei unterstiitzt die Potentialitdt von
DRGS im Rahmen experimentellen Arbeitens die Anwendung heuristischer
Methoden (“Reinforcement”). Ein solches Thema ist das Billard in konve-
xen Polyedern. Das Entdecken besonderer Billardbahnen (Billard-
Trajektorien) im Wiurfel und in seinen Verallgemeinerungen, das gleichbe-
deutend ist mit dem Entdecken einbeschriebener raumlicher Vielecke mi-
nimalen Umfangs, eignet sich fur raumgeometrische Aktivitaten aulRerhalb
des Regelunterrichts. Umgekehrt konnen raumliche Vielecke der Kenn-
zeichnung besonderer konvexer Polyeder dienen. — Uber Billardbahnen in
Polyedern ist bis heute wenig bekannt (u. a. Berger 2010).

2. Vom Quadratbillard zum Warfelbillard (Analogiebildung)

Am einfachsten wird ein Billard-Viereck im Quadrat mit dem Startpunkt Ry
konstruiert, indem man eine Parallele zu einer der Quadratdiagonalen durch
Ry legt (Abb. 1). Diese schneidet eine benachbarte Quadratseite in Ry.
Durch diesen Punkt zieht man die Parallele zur zweiten Quadratdiagonalen
und bekommt Rj als Schnittpunkt mit einer weiteren Quadratseite. Die
Spiegelung des Streckenzugs Ri1R,R3; am Quadratmittelpunkt M erganzt den
Streckenzug zum Billard-Rechteck R1R;R3R4. Es liegt nahe, Billardbahnen
im Wirfel auf analoge Weise wie das Billard-Rechteck zu konstruieren.
Dazu gehen wir beispielsweise von einem Punkt R; auf einer Seitenflache
des Wiirfels aus (Abb. 2.1) und legen durch diesen eine Parallele zur
Raumdiagonalen mit dem Endpunkt A. Die Parallele schneidet eine der Sei-
tenflachen im Punkt R,. Durch diesen Punkt ziehen wir die Parallele zur
Raumdiagonalen mit dem Endpunkt B, die eine weitere Seitenflache im
Punkt R; schneidet. Die Parallele zur Raumdiagonalen mit dem Endpunkt
C durch Rz schneidet eine weitere Seitenflache in R4. Spiegelung des Stre-
ckenzugs RiR2R3R, am Waurfelmittelpunkt M ergibt ein rdumliches Billard-
Sechseck RiR;R3R4RsRs. Entsprechende erhalten wir fir den Startpunkt R,
ein weiteres, aber verschiedenes Billard-Sechseck (Abb. 2.2). Uberpriifung
aller moglichen Konstruktionsfalle zeigt, dass es, abgesehen von besonde-
ren Lagen des Startpunktes Rj;, immer nur zwei verschiedene solcher
Sechsecke fiir denselben Startpunkt gibt.
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Eigenschaften der Billard-Sechsecke: Die Umfange der zum Wirfelmittel-
punkt symmetrischen Sechsecke sind gleich dem Doppelten der Raumdia-
gonalenlédnge. Die Billard-Sechsecke sind also alle umfangsgleich. Das
Sechseck hat einander gleiche Innenwinkel, welche mit dem stumpfen
Winkel zwischen den Diagonalen Ubereinstimmen. Das Billard-Sechseck
ist somit ein gleichwinkliges Sechseck, dessen InnenwinkelgroRe konstant
bei Formanderung bleibt. — Zur Determination: Die Unterscheidung zwi-
schen beiden Sechsecken hat nur Bedeutung, wenn von demselben Start-
punkt eine Billardbahn konstruiert werden soll. Mittels einer 90°-Drehung
um die Lotachse durch den Mittelpunkt des Quadrats ABCD kann man zei-
gen, dass jedes Billard- Sechseck vom Typ 1 in ein Sechseck vom Typ 2
abgebildet werden kann und umgekehrt. — Billard-Sechsecke mit Start-
punkten auf den restlichen funf Seitenflachen lassen sich durch Spiegelun-
gen bzw. Drehungen auf ein Sechseck mit einem Startpunkt im Inneren des
Dreiecks ABC und den erzeugenden Raumdiagonalen durch die Eckpunkte
A, B, C abbilden.

Abb. 3.1 Abb. 3.2

Besondere Formen des Billard-Sechsecks bekommen wir, wenn R; im In-
neren einer der Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC liegt (Abb. 3.1, R;
liegt im Inneren von BMy). Das Sechseck hat dann zwei diametral liegende
Paare von Nachbarseiten, die alle von gleicher Lange sind. Wenn R; mit
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dem Schwerpunkt des Dreiecks ABC zusammenféllt, dann ist das raumli-
che Billard-Sechseck sogar gleichseitig, also insgesamt regelméafig punkt-
symmetrisch (Abb. 3.2); u. v. a. m. in Schumann (2016).

Anmerkung: Bei Gardner (1971) findet sich kein Hinweis auf die vorste-
henden Eigenschaften eines Billard-Sechsecks bei besonderer Lage des
Startpunktes R;. Vermutlich hat Gardner das ohne geeignete Werkzeuge
nicht entdecken konnen.

3. Ein Verallgemeinerung: Billard im gleichseitigen Parallelepiped

Entsprechende Verallgemeinerungen des Wirfels sind der Quader (recht-
kantiges Parallelepiped) und das gleichkantige Parallelepiped, dessen Sei-
tenflachen Rauten sind und das im Sonderfall einander kongruente Rauten
als Seitenflachen hat, also ein gleichseitiges Parallelepiped ist. Wir be-
schranken uns hier auf Untersuchungen des Billards im gleichseitigen Pa-
rallelepiped, da dessen Form nur von einem Parameter, namlich dem Rau-
tenwinkel bestimmt ist. — Es stellt sich heraus, dass das gleichseitige Paral-
lelepiped als optimale Billardbahn ein regelméafiges Sechseck besitzt.

4. Vom raumlichen regelmaRigen Sechseck zum gleichseitigen Paral-
lelepiped mit diesem Sechseck als umlaufender Billardbahn

Haben wir bisher zum Wirfel
und einer besonderen Verall-
gemeinerung des Wiirfels das
zugehorige  Billard-Sechseck
konstruiert, so gehen wir im
Folgenden gemaly der heuristi-
schen Methode der Reversibili-
tdt umgekehrt vor, indem wir
zu einem regelmaRigen punkt-
symmetrischen  3D-Sechseck
dasjenige Hexaeder konstruie-
ren, welches dieses Sechseck
als eine Billardbahn besitzt. —
Konstruiert man zu dem regel-
maéligen 6-eckigen ,,Mantel-

polygon“ eines 3-eckigen Antiprismas gleichseitiger Grundflache und
Deckflache die Winkelhalbierenden und zu diesen in ihren Scheiteln, also
den Eckpunkte des Sechsecks, jeweils die Lotebenen, so bildet die konvexe
Hille dieser Ebenen ein Hexaeder, welches ein gleichseitiges Parallelepi-
ped ist (Abb. 4). Wir gewinnen so mit dem Ergebnis von Abschnitt 3 fol-
gende Aussage: Ein Hexaeder ist ein gleichseitiges Parallelepiped genau

Abb. 4
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dann, wenn es ein regelméliiges punktsymmetrisches Billard-Sechseck be-
sitzt. Dieser Zusammenhang zwischen besonderen 3D-Polygonen und kon-
vexen Polyedern stellt eine Art von ,,Orthogonal-Dualitat” dar.

Einschub: Aus dem bisher noch nicht berticksichtigten tberschlagenen re-
gelmaRigen Sechsecken ergibt sich als konvexe Hulle der Lotebenen zu
den Winkelhalbierenden in seinen Eckpunkten eine dreiseitige Doppelpy-
ramide aus einander kongruenten gleichschenkligen Dreiecken; fiir regel-
maélige Uberschlagene 2n-Ecke, n> 3, erhalt man Trapezoeder.

Wir schlieBen unsere Untersuchung hier aus Platzgriinden ab mit einer
Kennzeichnung des Parallelepipeds: Ein Hexaeder ist ein Parallelepiped
genau dann, wenn es ein Billard-Sechseck besitzt, das punktsymmetrisch
Ist.

5. Ausblick

Die vorstehenden Untersuchungen kann man auf einfach umlaufende Bil-
lardbahnen in anderen konvexen Polyedern (bertragen, so auf die Johnson-
schen Polyeder (konvexe Polyeder, deren Seitenflachen regelmaRige Poly-
gone sind). — Das Ergebnis der Untersuchung des Zusammenhangs zwi-
schen besonderen Tetraedern und symmetrischen 3D-Vierecken als Billard-
Vierecke findet man in Schumann (2017). — Je mehr Seitenflachen solche
Polyeder besitzen, desto schwieriger gestaltet sich die interaktive Konstruk-
tion entsprechender Billard-Vielecke. Nicht immer verlduft eine Untersu-
chung erfolgreich. Geht man von besonderen 3D-Polygonen aus, so lassen
sich auch andere konvexe Polyeder als konvexe Hullen der Lotebenen zu
den Winkelhalbierenden in den Polygonecken (,,WHL-Polyeder*) gewin-
nen, die polygonal gekennzeichnet werden kénnen. — Es ergeben sich offe-
ne Fragen, etwa die nach der Existenz von Polyedern bei vorgegebenen
Billard-Vielecken. — Bei der Bereitstellung von 3D-Polygonen als Billard-
Polygone ist das Fehlen einer Theorie fir solche Polygone festzustellen.
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