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Numerik — Angewandte Mathematik mit Schulrelevanz?

Numerik ist ein wichtiges Teilgebiet der Mathematik mit grol3er Bedeutung
fiir viele Anwendungen und Forschungsprojekte. Numerische Simulationen
in der Produktion, die Weiterverarbeitung mathematischer Modelle mit gro-
Ren Datenmengen und die Steuerung moderner Regelsysteme sind nur we-
nige Beispiele. So wirkt es selbstverstandlich, dass Numerik bzw. numeri-
sches Rechnen zum Pflichtprogramm vieler (ingenieurwissenschaftlicher)
Studiengédnge gehort. Deshalb tberraschen die geringe Berticksichtigung im
derzeitigen Mathematikunterricht und der daraus folgende Bruch zwischen
Hochschul- und Schulmathematik. Wie kann diesbeziglich in der gymnasi-
alen Oberstufe auf mathematikreiche Studiengénge vorbereitet und ein ab-
gerundetes Mathematikbild vermittelt werden? In diesem Beitrag werden
zentrale Ideen herausgearbeitet und grob umrissen, die in Grundziigen be-
reits in den Sekundarstufen behandelbar sind. AbschlieRend soll exempla-
risch auf Umsatzmaoglichkeiten im Unterricht eingegangen werden.

Charakterisierung der numerischen Mathematik

Wie bei jedem Beschreibungsversuch eines mathematischen Teilgebiets, ist
auch hier eine exakte und zu anderen Gebieten trennscharfe Definition auf-
grund vieler Schnittstellen mit anderen Disziplinen weder moglich noch in-
haltlich sinnvoll. Aus meiner Sicht hilfreich, ist die Charakterisierung durch
die Beschreibung der Aufgabenstellung nach Rannacher (2006): ,,Aufgaben-
stellung der numerischen Mathematik ist die Entwicklung von Methoden,
mit denen die Lésungen mathematischer Problemstellungen effektiv berech-
net bzw. moglichst mit Fehlerangabe angendhert werden konnen.*

Allein auf Grundlage einer kurzen Charakterisierung kann jedoch weder ein
Unterrichtskonzept entwickelt noch die Sprachfahigkeit Gber Numerik ge-
fordert werden. Hilfreicher ist das Herausarbeiten von zentralen Ideen der
Numerik, die basierend auf vereinzelten Vorarbeiten (vgl. etwa Pfahl 1990,
Humenberger 1995) die spezifischen Eigenschaften und typischen Tatigkei-
ten herausstellen.

Zentrale Ideen der Numerik — Ein Ideenkatalog

. Durch nichts zeigt sich mathematischer Unverstand deutlicher als durch
ein Ubermaf an Genauigkeit im Zahlenrechnen. “ (Gauy3)

Numerische Mathematik wird praktisch immer in Anwendungskontexten,
seien sie real oder simuliert, genutzt, sodass Ausgangsbasis und Ergebnis
konkrete Zahlenwerte sind. Die ldee der Genauigkeit umfasst nicht nur alle
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Uberlegungen zur sinnvollen Genauigkeit jener Werte, sondern auch um-
fangreiche Fehleranalysen. Da die Gewinnung exakter (im Sinne 100%ig ge-
nauer) Daten aus realen Messwerten in der Praxis oft unmdglich ist, ist die
Angabe von Werten mit Fehlerschranken zweckdienlich. Neben solchen
Eingabefehlern missen im Rahmen einer Fehleranalyse jedoch auch Model-
lierungsfehler, Rechengenauigkeit und Ungenauigkeiten des Losungsverfah-
rens beriicksichtigt und deren Auswirkungen auf das Ergebnis im Blick be-
halten werden. Auf Universitatsniveau kommen dabei zur Bewertung, Aus-
wahl und Optimierung von Problemstellungen und Berechnungsverfahren
Konditions- bzw. Stabilitdtsanalysen zum Einsatz.

Typisch fiir praktische Anwendungen ist oft nicht eine analytisch-exakte,
sondern die approximativ-numerische Berechnung von Werten. So ist ein
groRes Forschungsgebiet die Entwicklung und Verbesserung iterativer L6-
sungsverfahren, die eine sukzessive Approximation an die Lésung ermogli-
chen. Motiv ist nicht nur eine Reduktion des Rechenaufwands, sondern auch
die Annéherungen an Lésungen, die auf analytischem Wege nicht zu gewin-
nen sind. Als Beispiele aus dem Schulkontext seien die Berechnung von

[ e~ dx, T und V2 genannt. Interessante Aspekte sind die Konvergenz, die
fur die gewtinschte Genauigkeit erforderliche Schrittzahl sowie die allgemei-
nen Vor- und Nachteile von schrittweiser Annéherung an eine Lésung.

Eine wesentliche Eigenschaft numerischer Verfahren ist deren Ausfiihrung
am Computer, sodass Effizienzbetrachtungen der Verfahren eine wesentliche
Bedeutung zu kommt. Die Ressourcenanforderung setzt sich aus Speicher-
bedarf und bendtigter Rechenzeit zusammen und héngt von der konkreten
Eingabe ab. So sind pauschale Aussagen wie ,,Verfahren A ist schneller als
Verfahren B“ im Allgemeinen nicht moglich, da der Berechnungsaufwand
gerade bei spezialisierten Verfahren, je nach Eingabewerten, stark variiert.
Ebenso reicht es in der Praxis in vielen Féllen nicht, dass ein Verfahren fur
eine bestimmte Problemstellung existiert, sondern es werden immer bessere,
ressourcenschonendere Verfahren gesucht bzw. bendtigt.

Einen beachtlichen Stellenwert nehmen Problemstellungen ein, denen eine
Optimierung zugrunde liegt. Ausgehend von Restriktionen wird die beste
(oder eine hinreichend gute) Losung aus einer Menge moglicher Losungen
gesucht, bei der eine Zielfunktion minimiert oder maximiert wird. Exempla-
risch sei die in vielen Gebieten unverzichtbare Finite-Element-Methode ge-
nannt, die die Problemstellung der Minimierung des Residuums (Fehlerterm)
umfasst. Nitzliche Fragestellungen fiir den Mathematikunterricht sind: Was
hei3t optimal? Wie kdnnen unterschiedliche Parameter innerhalb einer Ziel-
funktion gewichtet werden? Wie sind Optimierungsgrad des Ergebnisses
und Effektivitat des Verfahrens gegeneinander abzuwdagen?
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Ausgewahlte Umsetzungsvorschlage

Allgemein kdnnen numerische Ideen gut im Rahmen von Anwendungsauf-
gaben in den Unterricht integriert werden. Bezogen auf den h&ufig im Ma-
thematikunterricht zugrunde gelegten Modellierungskreislauf ist die nume-
rische Lésung von Problemstellungen in der ,,Welt der Mathematik® zu ver-
orten und kann so innerhalb von echten Anwendungskontexten thematisiert
werden. Zur numerischen Losung mathematischer Problemstellungen kon-
nen dabei die Schnittstellen mit der reinen Mathematik und der Informatik
genutzt werden,

Zu zwei der vier Ideen mochte ich Anregungen fiir eine unterrichtliche Um-
setzung geben. Dabei sind die Genauigkeit und Effizienz zunéchst interes-
santer, da zu den Themen Iteration und Optimalitat/Optimierung bereits
viele Materialien existieren. Zur der Idee der Genauigkeit wurden konkrete
Erkenntnisse durch einen Schiler-Workshop gewonnen, wahrend zur ldee
der Effizienz an dieser Stelle nur einzelne Gedanken vorgestellt werden.

Praktische Erfahrungen zur Umsetzung der ldee Genauigkeit wurden durch
die Entwicklung eines Tagesworkshops ,,Mit Fehlern rechnen® fiir die Se-
kundarstufe 11 gesammelt. In diesem Workshop sollen Schiler fir das
Grundproblem der Fehlerhaftigkeit sensibilisiert werden. Nach einer Thema-
tisierung von Genauigkeit im Mess- und Produktionswesen in unterschiedli-
chen Anwendungskontexten sowie der Einfiihrung der Begriffe relativer, ab-
soluter Fehler und Fehlerschranke wird die Verwendung dieser gelbt. Da-
rauf aufbauend werden die Ergebnisse von Berechnungsverfahren bei feh-
lerbehafteten Eingaben mittels Doppelrechnung untersucht. In einer vertie-
fenden Phase wird fiir grundlegende Rechenverfahren die Konditionszahl
zur Fehlerabschétzung verwendet und die Fehlerverstarkung unterschiedli-
cher Problemstellungen miteinander verglichen. Nach Betrachtung der Feh-
lerquelle ,,Eingabefehler werden in der letzten Phase Verfahrensfehler am
Beispiel verschiedener numerischer Integrationsverfahren untersucht sowie
maogliche praktische Anwendungen erarbeitet.

Effizienzbetrachtungen sind bereits in der Primar- und Unterstufe z. B. im
Rahmen der Multiplikation moglich. Zwar fuhrt das verbreitete Verfahren
der schriftlichen Multiplikation immer zur Lésung, jedoch stellt die Anwen-
dung dieses Verfahrens nicht immer die schnellste Berechnungsmoglichkeit
dar. Fir die Multiplikation zweier Zahlen, die nahe an einer Zehnerpotenz
liegen, ist bspw. die Vedische Multiplikation wesentlich schneller. So kann
die Multiplikation von 88 - 98 = 8624 auf die simple Berechnung von 98 —
(100 —88) =98 —12 =86 und (100 —88) - (100 —98) =12 -2 = 24
zurtickgefiihrt werden. So lassen sich einfache Verfahrensanalysen zum Be-
rechnungsaufwand in Abhangigkeit der Eingabe bereits an diesem Beispiel
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realisieren. Da die Vedische Multiplikation immer zur Lésung fuhrt, ist ein
zusétzlicher Vergleich mit Verfahren, die nur in ausgewahlten Féllen ein-
setzbar sind, empfehlenswert. Ich plédiere fur die explizite Behandlung von
Rechentricks und die Thematisierung spezifischer Vor- und Nachteile, die
von konkreten Einsatzszenarien abhéngig sind. SchlieBlich ist eine haufige
Praxisfrage neben ,,Kann das geldst werden?“ auch: ,,Wie kann das schneller
gelost werden?

Zudem pladiere ich dafiir, darauf aufmerksam zu machen, wenn Schiler —
ohne viel dariiber nachzudenken — sich von selbst flr die jeweils effektivere
von zwei Methoden entscheiden. So werden Oberstufen-Schiiler den Schei-
telpunkt einer quadratischen Funktion in der Regel durch Nullsetzen der Ab-
leitung, statt durch quadratische Erganzung, bestimmen.

Fazit

Die Unterrichtserprobungen zum Thema Genauigkeit zeigen, dass das in der
Forschung und Entwicklung wichtige mathematische Teilgebiet Numerik
uber charakteristische ldeen verfligt, die auf den entsprechenden Niveaus in
den Schulunterricht integrierbar sind. Der Autor ist davon uberzeugt, dass
das Mathematikbild der Schulerinnen und Schuler durch eine Integration der
genannten Aspekte in den Mathematikunterricht gewinnbringend erweitert
werden kann. Aus diesem Grund sollen im dahinterstehenden Dissertations-
projekt weitere Umsetzungsmaoglichkeiten entwickelt und erprobt werden,
um so einen kleinen Beitrag zu einer starkeren Berlcksichtigung im Mathe-
matikunterricht zu leisten.
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