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Ein Quantenmechaniker in der hoheren Algebra:
Wolfgang Pauli, Emil Artin und die Darstellungstheorie
halbeinfacher Systeme

Seit Ende des 19. Jahrhunderts wird Freiheit der Mathematik auch als L6-
sung von der Anwendbarkeit verstanden. Antithetisch wies Johann Radon
jedoch darauf hin, dass oft ,,mathematische Theorien in abstrakter Form
bereits vorliegen, vielleicht als unfruchtbare Spielerei betrachtet, die sich
plotzlich als wertvolles Werkzeug fiir physikalische Erkenntnis entpup-
pen“ [Radon 1954, 6], wohlgemerkt: vor der Anwendung der nach ihm be-
nannten Transformation in der Computertomographie. In zugespitzter Form
trat diese Dialektik im Wintersemester 1927/28 auf, als anl&sslich einer
Vorlesung iiber ,,Hohere Algebra* zwei Vertreter von damals als unan-
wendbar erscheinenden Disziplinen zusammentrafen, Emil Artin flr die
,Moderne Algebra“ und Wolfgang Pauli fir die Quantenphysik. Die Be-
handlung der ,,Darstellungstheorie halbeinfacher Systeme* durch Artin war
fir Pauli aber so nutzlich, dass er eine Mitschrift anfertigte, die im Pauli-
Nachlass beim CERN erhalten ist und von Karl von Meyenn erschlossen
und transkribiert wurde.

1. Zur Darstellungstheorie und ihrer Geschichte

Unter einer Darstellung einer Gruppe G versteht man einen Gruppenho-
momaorphismus von G in die Gruppe der invertierbaren linearen Selbstab-
bildungen eines Vektorraums V Uber einem Korper K. Diese abstrakte De-
finition verallgemeinert Interpretationen wie die der Gruppe Z/nZ der Reste
modulo n als Gruppe der n-ten Einheitswurzeln im Korper € der komple-
xen Zahlen (1-dimensionale komplexe Darstellung).

Dies l&sst sich verallgemeinern zu Darstellungen von Systemen hyper-
komplexer Zahlen (modern: Algebren), welche aus der Absicht entstanden
waren, die komplexen Zahl zu verallgemeinern. Insbesondere kann man
hyperkomplexe Zahlen miteinander addieren, multiplizieren und mit Ele-
menten des Grundkdrpers K multiplizieren, wobei tbliche Rechenregeln
gelten. Eine Darstellung eines Systems A hyperkomplexer Zahlen ist
eine mit den drei genannten algebraischen Operationen vertragliche Abbil-
dung von A in der Menge aller linearen Selbstabbildungen eines geeigneten
K-Vektorraums V, wobei unter der Multiplikation von Selbstabbildungen
von V deren Komposition zu verstehen ist. Ein System hyperkomplexer
Zahlen nennt man halbeinfach, wenn zu jedemb € Amitb=0einc € A
existiert, so dass (bc)" = 0 ist fur alle nattrlichen Zahlen n.
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Historisch tratenl-dimensionale komplexe Darstellungen, die sogenannten
Charaktere y, fir den Spezialfall der Gruppe der multiplikativ invertierba-
ren Elemente von Z/nZ bereits implizit 1837 beim Beweis des Dirichlet-
schen Primzahlsatzes auf, wo sie zur Definition von L-Reihen herangezo-
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gen wurden: L(s, ) = Xn=17 5~ = Ilp primzan 7 ;5= » @uch wenn die

explizite Definition eines Charakters erst auf Dedekind zuriickgeht.

Der Allgemeinfall eines Vektorraums V beliebiger endlicher Dimension
und nicht notwendig ber dem Korper C wurde behandelt von Georg Fro-
benius, William Burnside und Issai Schur. Die fir die Quantenphysik er-
forderliche Verallgemeinerung auf kontinuierliche Gruppen wurde voran-
getrieben durch Emmy Noether, Schur und Hermann Weyl, der die Darstel-
lungstheorie fiir kompakte zusammenhéngende Lie-Gruppen entwickelte.

2. Emil Artin und Wolfgang Pauli

Emil Artin wurde am 3.3.1898 in Wien geboren. Nach Studienbeginn in
Wien, Militardienst und Studienfortsetzung in Leipzig wurde er dort am
20.6.1921 promoviert. Zum Beginn des Wintersemesters 1921/22 wechsel-
te er nach Gottingen. Wolfgang Pauli wurde am 25.4.1900 in Wien geboren
und studierte an der Universitat Minchen, wo er im Juli 1921 promoviert
wurde. Zum 1.10.1921 wurde er Assistent bei Max Born in Gottingen.
Uber sein erstes Zusammentreffen mit Pauli berichtete Artin am
13.11.1921 in einem Brief an seinen Doktorvater Gustav Herglotz:

,.Klein halt ein Seminar in seiner Wohnung Uber Differentialgleichungen
der math[ematischen] Physik[. .../ Am Seminar nehmen teil Prof Courant,
seine Assistenten, /... .] Ferner noch Herr Pauli aus Minchen, ein Lands-
mann von mir, den Sie sicher kennen. Auch ich wurde dazu eingeladen.

Artin und Pauli verlielen Géttingen bereits im Frihjahr 1922, um in Ham-
burg Assistentenstellen anzutreten. In Hamburg habilitierte sich Artin am
24.7.1923 und wurde zum 1.4.1925 zum auflerordentlichen und zum
15.10.1926 zum ordentlichen Professor ernannt. Pauli hingegen verbrachte
ab Oktober 1922 einen einjéhrigen Studienaufenthalt bei Niels Bohr in Ko-
penhagen. Nach seiner Ruckkehr nach Hamburg habilitierte er sich im Ja-
nuar 1924 und wurde 1926 zum aulRerordentlichen Professor ernannt.

Das Interesse fir die Darstellungstheorie, das Artin und Pauli im Winter-
semester 1927/28 in Artins Vorlesung zusammenfihrte, speiste sich aus
deutlich unterschiedlichen Quellen:

In seiner Habilitationsschrift [Artin 1923] verwendete Artin Darstellungen
der Galois-Gruppe, um ,.eine neue Art von L-Reihen* zu definieren (wel-
che die oben genannten L-Reihen bei Dirichlet verallgemeinern): Gegeben
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sei eine Galois-Erweiterung M des Grundkérpers K mit Galois-Gruppe G.
Artin ordnete jedem unverzweigten Primideal p aus K mit Primteiler P in
M einen Galois-Automorphismus ¢ € G zu mit (a) = a"* mod P fir a
M, diesem wiederum mittels einer Darstellung p von G eine Matrix A, und
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definierte L(s, x) = [1p unverzweigt detE N Ay Ymeq s mit y dem zu

p gehorenden Charakter. Er konnte bereits einige Eigenschaften dieser Rei-
hen zeigen. Weitere von ihm aufgestellte Vermutungen wurden erst spater
bewiesen, es war aber schon damals klar, dass fir deren Beweis die Dar-
stellungstheorie eine entscheidende Rolle spielen wirde. Zudem interes-
sierte sich Artin gerade im Jahr 1927 fur Systeme hyperkomplexer Zahlen.

Artins Vorlesung war im Wintersemester 1927/28 hochaktuell: Bartel Le-
endert van der Waerdens Buch ,,Moderne Algebra II* [van der Waerden
1931] mit einem Kapitel tber Darstellungstheorie erschien erst 1931, sein
Buch Uber ,,Die gruppentheoretische Methode in der Quantenmecha-
nik” [van der Waerden 1932] sogar erst 1932. Im gleichen Semester wie
Artin las in Gottingen Emmy Noether Uber ,,Hyperkomplexe GroRen und
Darstellungstheorie®. Pauli erinnerte sich spater wie folgt an diese Zeit:

,,Im Wintersemester 1927/28 horte ich dort [= in Hamburg] eine mich im
Zusammenhang mit der neuen Quantenmechanik sehr interessierende Vor-
lesung von Artin tber hyperkomplexe Zahlsysteme. Dabei begann eine Epi-
sode [...] in der Beziehung von Mathematik und Physik, die sich spater
noch fortsetzen sollte.” [Pauli 2001, 413]

3. Die Vorlesung ,,Hohere Algebra“ und ihre Mitschrift

Von 1923 bis 1937 hielt Artin nur wenige Vorlesungen mit schon am Titel
erkennbarem Bezug zur Physik, hingegen durchschnittlich in jedem Semes-
ter mindestens eine aus dem Bereich Algebra und Zahlentheorie. So war
auch die Vorlesung im Wintersemester 1927/28, die Pauli hérte und mit-
schrieb, angekiindigt unter dem Titel ,,Ausgewéhlte Kapitel der hoheren
Algebra“. Laut Paulis Mitschrift war sie wie folgt strukturiert:

Darstellungstheorie halbeinfacher Systeme. § 1. Rekapitulation Uber
halbeinfache Systeme, § 2. Die Darstellungen, § 3. Orthogonalitatsrelatio-
nen fir irreduzible Darstellungen und primitive Charaktere

Darstellungstheorie endlicher Gruppen. 8§ 1. Orthogonalitatsrelationen
fir irreduzible Darstellungen, § 2. Charaktere und ihre Orthogonalitéts-
Relationen, § 3. Gruppenzahlen. Charakteristische Einheiten, § 4. Die
Vollistandigkeitseigenschaft der irreduziblen Darstellungen. Entwicklung
beliebiger Gruppenzahlen nach den irreduziblen Darstellungen, beliebiger
Klassenfunktionen nach deren Charakteren. § 5. Erzeugung der irreduzib-
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len Darstellungen der symmetrischen Gruppe. § 6. Anwendung auf den
Termzerfall bei gleichen Teilchen in der Wellenmechanik, 8 7. Die Darstel-
lungen der Gruppe der linearen Substitutionen von N Veranderlichen mit
der Determinante 1. § 8. Zusammenhang der Darstellungen der linearen
und der symmetrischen Gruppe. § 9. Modifikation des Termzerfalls durch
den Spin.

Allein der Vergleich dieses Inhaltsverzeichnisses mit dem einer weiteren
Vorlesung tber Darstellungstheorie aus dem Sommersemester 1932 macht
deutlich, dass Artin auf die Interessenslage des anwesenden Quantenme-
chanikers Pauli erhebliche Riicksicht nahm: So fehlen 1932 in den Uber-
schriften alle eindeutig der Physik zuzuordnenden Begriffe. Allerdings war
Artin nicht bereit, fir die Anwendbarkeit jeden Preis zu zahlen:

,Am Beginn der Vorlesung erklarte Artin, die kontinuierlichen Gruppen
kénne er nicht in der Vorlesung bringen, weil fir das Theorem der vollen
Reduzibilitat der Darstellungen halbeinfacher kontinuierlicher Gruppen
kein algebraischer Beweis vorliege. Der einzige bekannte Beweis von Weyl
verwende leider Integrale (ber die Gruppenmannigfaltigkeit.* [Pauli 2001,
413]

Trotz dieser die Nutzbarkeit fir die Quantenphysik erheblich beeintréchti-
genden Einschrankung machte Pauli von seiner Mitschrift noch lange Ge-
brauch. So schrieb er am 15.4.1939 an Nicholas Kemmer (ber halbeinfache
hyperkomplexe Systeme und deren Darstellungstheorie:

,Man erhal/z /...] ein praktisches Kriterium fiir Halbeinfachheit, wenn man
die ,,reguldre Darstellung* [...] des Systems heranzieht. (Das steht nicht
bei van der Waerden, aber ich entnehme das aus einem alten Kollegheft
einer Vorlesung von Artin, die ich im Wintersemester 27/28 bei ihm gehort
habe. [Pauli 1985, 624-625]
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