Hans WALSER, Frauenfeld
Rechtwinkliges Dreieck und Binomialverteilung

Worum geht es?

Durch iterierte Zerlegung eines rechtwinkligen Dreiecks durch die Hohe
kommen wir zu den Binomialkoeffizienten und der Binomialverteilung.

Das Verfahren kann mit Schere und Papier nachvollzogen werden.

Die Uberlegungen erfolgten auf Anregung von Glétzner (2017) und Holzl
(2017).

Zerlegungen des rechtwinkligen Dreiecks

Erster Schritt: wir zerlegen mit der zur Hypotenuse senkrecht stehenden
Hohe. Es entstehen zwei ungleich grol3e Teildreiecke (Abb. 1).
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Abb. 1: Zerlegung durch die Héhe

Zweiter Schritt: Und nun kommt das Entscheidende. Wir zerlegen auch je-
des der beiden Teildreiecke mit seiner Hypotenusenhdéhe (Abb. 2).
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Abb. 2: Zweite Zerlegung durch die Hohe

Das gibt zundchst vier Teildreiecke. Dabei ist aus Symmetriegriinden sofort
klar, dass die beiden mittleren gleich grof? sind. Das eine der beiden mittle-
ren Dreiecke ist dabei das groRe Teildreieck vom vorhergehenden kleinen
Teildreieck, und das andere das kleine Teildreieck vom vorhergehenden
groRen Teildreieck.

Die Anzahlen 1, 2, 1 erinnern an die Binomialkoeffizienten.
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Die Abbildungen 3 und 4 zeigen die beiden weiteren Zerlegungen.
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Abb. 3: Dritte Zerlegung
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Abb. 4: Vierte Zerlegung

Binomialkoeffizienten

Die jeweiligen Anzahlen der Teildreiecke sind die Binomialkoeffizienten
(Abb. 5).
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Abb. 5: Binomialkoeffizienten
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Um dies exemplarisch einzusehen, vermischen wir die figtrlichen Aufzéh-
lungen der Abbildungen 2 und 3. Die in der Abbildung 6 eingerahmten Tei-
le entstammen der Abbildung 3, die anderen der Abbildung 2.

<Z<
44

Abb. 6: Vermischung

Nun zerlegen wir die Dreiecke aus der Abbildung 3, also die in der Abbil-
dung 6 weil3 unterlegten Dreiecke, durch ihre Hypotenusenhdhen (Abb. 7).

Wir kénnen die Teildreiecke nun eins zu eins (bijektiv) den eingerahmten
Dreiecken zuordnen.
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Abb. 7: Zerlegung und Zuordnung

Im Zahlendreieck der Binomialkoeffizienten haben wir damit die Zuord-
nung der Abbildung 8 vorgenommen.
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Abb. 8: Im Zahlendreieck

Damit ergibt sich allgemein die fir die Binomialkoeffizienten relevante
Rekursion:

[1)=(3)()

Didaktische Randbemerkung

Die Zerlegungen kdnnen mit Schere und Papier nachvollzogen werden. So
erhalten wir einen modellméiiigen Zugang zu den Binomialkoeffizienten.

Neckisch ist auch das Puzzle, die einzelnen Teildreiecke ohne Schnittvor-
lage wieder zum Startdreieck zusammenzuftigen.
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