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Multiplikative Strukturen verstehen - Einzelfallanalysen von
Sechstklisslern iiber argumentative Auseinandersetzungen im
Kontext: Primzahlen als kleinste Bausteine der natiirlichen Zahlen

Forschungsanliegen und theoretische Einbettung

Mathematische Objekte sind schwer zu erfassen, da sie rein gedanklicher
Natur sind (Sfard, 1991). Abstrahieren und Erfassen von mathematischen
Objekten als gedankliche, theoretische Konstrukte sind daher fiir viele Ler-
nende schwer vorstellbar (Arcavi, 1994, 2005; Duval, 2006; Peirce nach
Hoffmann, 2005; Sfard, 1991). Folglich stellt insbesondere die Einfiihrung
in die Algebra eine groB3e Herausforderung dar. Nach Sfard und Linchevski
(1994) besteht einerseits eine Hiirde im Deuten der Buchstabenvariable und
andererseits im Erkennen symbolischer Formeln sowohl als Prozess (der Re-
chenweg) wie auch als Ergebnis (das Ergebnis der Rechnung). Studiener-
gebnisse zeigen, dass viele Lernende ein sehr geringes Verstdndnis von arith-
metischen Beziehungen und Strukturen besitzen, welche eine notwendige
Voraussetzung zum Verstidndnis formaler algebraischer Représentationen
darstellt (Bauersfeld, 1983; Kieran, 1990; Kramer, 1988). Selbst nach jahre-
langer Ubung verstehen SchiilerInnen die Semantik der Algebra hiufig nicht
(Arcavi, 1994, 2005). Es existieren bereits viele Studien und Arbeiten, wel-
che Leistungen und Defizite von Lernenden in diesem Bereich aufzeigen
(Malle, 1993), allerdings betrachten wenige Arbeiten die Denkentwicklun-
gen der SchiilerInnen (Berlin, 2010). Daher ist es Ziel dieser Studie Erkennt-
nisse zu gewinnen, wie SchiilerInnen ein Strukturverstdndnis entwickeln und
wie dieses angeregt werden kann, insbesondere im Unterricht.

Design der Studie

Der Aufbau der Studie (siche Abb.1) orientiert sich am Design Research
nach Akker&Gravemeijer&McKenney&Nieveen (2006).
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Abb. 1: Ablauf der Studie (zyklisch) Konzeption - Datenaufnahme — Analyse
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Dafiir sind zwei Doppelstunden fiir Sechstkléssler konzipiert worden, in der
SchiilerInnen zum Argumentieren angeregt werden im Kontext: Primzahlen
als kleinste Bausteine der natiirlichen Zahlen. Hierbei steht insbesondere das
Denken in multiplikativen Strukturen im Vordergrund. Die Lernumgebung
dient dabei als strukturell reichhaltige Argumentationsbasis fiir arithmeti-
sche Beziehungen und Strukturen. In der ersten Doppelstunde stellt der Zer-
legungsbaum den Einfiihrungskontext von Primzahlen dar. Es werden zwei
Darstellungsmoglichkeiten (siche Abb. 2) eingefiihrt: Primzahlen als Blatter
des Zerlegungsbaums sowie als Faktoren in Produktnotation (in der Prim-
faktorzerlegung). Der Zerlegungsbaum dient dabei als intuitiver Zugang, um
den Umgang der Produktnation mehrerer Faktoren anzuregen.
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Abb.2: Beispiel der Zahl 20 als Zerlegungsbaum (links) und in Produktnotation (rechts)

Der Schwerpunkt der nachfolgenden Unterrichtsstunde liegt im Umgang mit
der Produktnotation. Dabei wird insbesondere auf die Vernetzung zur Teil-
barkeit von Zahlen sowie die Umformungsgleichheit verschiedener Produkt-
notationen eingegangen. Dies fokussiert das Denken im Operieren mit Dia-
grammen (hier: der Produktnotation) und soll somit zum diagrammatischen
Schlielen anregen (Dorfler, 2006).

Im Anschluss an die Unterrichtsreihe wurden Interviews mit Schiilerpaaren
durchgefiihrt. Wéhrend des Interviews sind die SchiilerInnen dazu aufgefor-
dert worden, verschiedene Aussagen iiber Teilbarkeiten zu begriinden, bei-
spielsweise ,,Wenn eine Zahl durch 2 und durch 3 teilbar ist, dann ist diese
Zahl auch durch 6 teilbar*.

Die Erhebung erfolgte in halbstandardisierten Interviews und unter Anwen-
dung der Methode des lauten Denkens, sodass festgelegte Leitfragen, aber
auch spontane Gedanken und Impulse der SchiilerInnen erfahrbar werden
(Niebert & Gropengiefler, 2014; Sandmann, 2014). Um soziale Argumenta-
tionen zu ermdglichen und ein Beweisbediirfnis seitens der Lernenden zu
erzeugen, wurden die Interviews paarweise durchgefiihrt (Miller, 1986). In
der Pilotierung sind 6 Schiilerlnnen befragt worden. Im ersten Teil der Da-
tenaufnahme 16 und im zweiten Teil 10 SchiilerInnen. Ein Interview um-
fasste einen zeitlichen Rahmen von ca. 45 Minuten.



Die anschlieBende Analyse besteht vorrangig in der Rekonstruktion von Ge-
dankengéngen der SchiilerInnen aus epistemischer Perspektive (u.a. mithilfe
von ,,Concepts-in-actions“ nach Vergnaud, 1996).

Erste Ergebnisse

Erste Einzelfallanalysen zeigen, dass SchiilerInnen multiplikative Strukturen
aus zwei verschiedenen Perspektiven betrachten: dem Zerlegen und dem
Konstruieren einer Zahl mittels multiplikativer Bausteine. Die Bausteine be-
stehen dabei aus Primzahlen und/oder Teilern der Zahl. Die Perspektiven
konnen auf verschiedenen Ebenen eingenommen werden: zwischen konkre-
ten und allgemeinen Argumentationen sowie {iber unterschiedliche inhaltli-
che Vorstellungen.

Ein Beispiel fiir das Zerlegen zeigt Schiiler Elias: ,,/...] er hat viele Rechen-
wege gesucht, um die Zahl 12 durch 2 und 3 zu zerlegen*. Hier wird bereits
explizit von dem Schiiler selbst das Wort ,,zerlegen* genutzt, in vorherigen
Ausfithrungen beschreibt er es iiber die Teilbarkeit einer Zahl, wobei die
Vorstellung vermutlich auf einen Zerlegungsbaum beruht, welches sich an
verschiedenen Ausfilhrungen in seinem Transkript bemerkbar macht, bei-
spielsweise ,,die 2 kann man durch 6 teilen*. Diese AuBerungen sind hiufig
sprachlich in umgekehrter Logik zur Teilbarkeitsbeziehung.

Ein Wechsel dieser Perspektive zeigt Schiilerin Henrike. Sie beginnt zu kon-
struieren als eine andere Schiilerlésung iiber verschiedene Umformungs-
gleichheiten in Form von Produktnotationen beschrieben und interpretiert
wird. Sie fiihrt aus: ,,[...] Aber, wenn beide Zahlen (2 und 3) drin vorkom-
men, kann man es automatisch durch 6 teilen, weil 2-:3=6 ist und dann kann
man das wieder malrechnen‘ und prézisiert ihre Aussage im Gesprachsver-
lauf. Hier scheint sie ihre Vorstellung des Zerlegens im Zerlegungsbaum zu
erweitern, um in der Produktnotation aus 2 und 3 eine 6 zu erzeugen. Weitere
Ausfithrungen ihrerseits deuten darauf hin, dass mit ,,wieder malrech-
nen‘ die 2 und 3 gemeint sind, die wieder eine 6 erzeugen.

Des Weiteren zeigt sich ein Zusammenhang zwischen der Perspektive des
Zerlegens bzw. des Konstruierens und der Logikauffassung der SchiilerIn-
nen, woraus folgende Hypothesen generiert werden: Konnen beide Perspek-
tiven bewusst wahrgenommen werden, fallt es leichter die Logikrichtungen
der ,,Wenn, dann“-Aussagen voneinander zu trennen. Um die unterschiedli-
chen Perspektiven bewusst wahrzunehmen, kdnnen diagrammatische Bei-
spiele hilfreich sein. Weiter wird vermutet, dass durch die Verkniipfung bei-
der Perspektiven Wirkungen von Verdnderungen und strukturelle Eigen-
schaften leichter beobachtet werden konnen, sodass auch Kernargumente
leichter entdeckt werden.
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