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GrenzKkosten als lokale Anderungsrate? — Grenzen einer
physikalisch geprigten Grundvorstellung im 6konomischen
Kontext

Kostenfunktionen beschreiben Kosten von Unternehmen in Abhéingigkeit
der Produktionsmenge und gehéren wohl zu den bekanntesten Anwendun-
gen in der Wirtschaftsmathematik. Die Ableitung K'(x,) wird oft als Grenz-
kosten bezeichnet. Sie wird in der Fachliteratur standardmiBig als Ndherung
fiir den Kostenzuwachs aufgefasst, der bei der Produktion einer zusétzlichen
Mengeneinheit (kurz ME) entsteht (vgl. Feudel 2015; Daume & Dennhard
2017, S. 60). Eine Visualisierung dieser Interpretation findet sich in Abb. 1.
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Abb. 1: In Fachliteratur iibliche Interpretation von Grenzkosten (vgl. Tietze 2013, S. 318)

Grenzkosten sind auch in Bildungsplénen fiir das Fach Mathematik im Be-
reich Wirtschaft und Verwaltung am Berufskolleg in Nordrhein-Westfalen
aufgefiihrt (vgl. z. B. Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes
Nordrhein-Westfalen 2007, S. 18). In Mathematikschulbiichern finden sich
aber zum Teil Interpretationen von Grenzkosten als ,lokale Kostenzu-
nahme* (Flath et al. 2013, S. 178) oder ,,momentane Kostenzunahme*
(Ott et al. 2016, S. 179), die aus der Grundvorstellung der Ableitung als lo-
kale Anderungsrate abgeleitet sind. Warum derartige Interpretationen jedoch
problematisch sind, wird in diesem Beitrag erldutert.

Zur Grundvorstellung der Ableitung als lokale Anderungsrate

Die Deutung der Ableitung im Sinne einer lokalen Anderungsrate findet sich
vielfach und seit ldngerem in der mathematikdidaktischen Literatur (vgl.
Blum & Torner 1983, S. 91 f.; Danckwerts & Vogel 2006, S. 50-58;
Greefrath et al. 2016, S. 147 ff). Danckwerts & Vogel (2006, S. 56 ff) stellen
eine Kette verbaler Beschreibungen von Bestandteilen des Differenzialquo-
tienten dar, die zur Deutung als lokale Anderungsrate fiihrt (Tab. 1). Hierbei
beziehen sie sich zunéchst auf eine Weg-Zeit-Funktion (zweite Spalte), be-
vor sie vom Kontext abstrahieren (dritte Spalte).



Symbolisch Kontextbezogen Dekontextualisiert
f(x0) Zuriickgelegter Weg Bestand
fx) = f(xo) Zuriickgelegter Weg in Zeitspanne | Absolute Anderung
x) — f(x, .
M Durchschnittsgeschwindigkeit Mittlere Anderungsrate
X = Xg
x) —f(x .
lim M Momentangeschwindigkeit Lokale Anderungsrate
X—Xq X — xO

Tab. 1: Kette verbaler Beschreibungen von Bestandteilen des Differenzialquotienten

Grenzen der lokalen Anderungsrate im 6konomischen Kontext

Wird das in Tab. 1 vorgestellte Vorgehen auf eine differenzierbare Kosten-
funktion K {ibertragen (Tab. 2), so ergeben sich erste Schwierigkeiten bereits
bei der Wahl passender Bezeichnungen. In der Physik sind eigene Begriff-
lichkeiten fiir mittlere und lokale Anderungsraten einer Weg-Zeit-Funktion
gebrauchlich: Sie werden als Durchschnitts- bzw. Momentangeschwindig-
keiten bezeichnet. In der Okonomie gibt es fiir relative Kostenzuwiéchse hin-
gegen keinen gesonderten Begriff, an dem man sich fiir eine kontextbezo-
gene Bezeichnung lokaler Anderungsraten orientieren konnte.

Symbolisch Dekontextualisiert Kontextbezogen
K(xg) Bestand Gesamtkosten
K(x) — K(xg) Absolute Anderung Kostenzuwachs in Geldeinheiten (kurz GE)
K(x) — K(x) . X . .
_— Mittlere Anderungsrate | (Relativer) Kostenzuwachs in GE/ME
X —Xq
. K(x) — K(xo) % .
lim —— = | Lokale Anderungsrate | Lokaler Kostenzuwachs in GE/ME
X—Xo X —Xp

Tab. 2: Kette aus Tab. 1 auf Kostenfunktionen iibertragen

Wird der Vergleich mit der Geschwindigkeit fortgefiihrt, offenbaren sich
noch gravierendere Probleme, die eine Deutung von Grenzkosten als lokale
Anderungsrate mit sich bringt. So eignen sich glatte Funktionen hervorra-
gend zur Modellierung eines Weg-Zeit-Zusammenhangs, da die Zeit konti-
nuierlich ist und in stdndiger Beziehung zur Bewegung gesehen wird (vgl.
Weigand 1988, S. 74 f.). Danckwerts & Vogel (2006, S. 58) betonen sogar,
dass sich ,,der funktionale Weg-Zeit-Zusammenhang [ ...] in intuitiver Weise
des Zeitkontinuums bedient®, was die Interpretation der Ableitung als Mo-
mentangeschwindigkeit erleichtert. Und wie ist es bei den Kosten?



Ublicherweise werden die von der Produktionsmenge abhingigen Kosten
(insb. in Schulbiichern) ebenfalls durch glatte Funktionen modelliert. Das
damit unterstellte Anderungsverhalten dhnelt dem des von der Zeit abhiingi-
gen Weges — im Gegensatz zum Weg-Zeit-Zusammenhang existiert es der-
artig aber nur im Modell: Ist die Produktionsmenge diskret, verhalten sich
Kosten in der Realitdt wie eine Folge. Danckwerts & Vogel (2006, S. 60)
resimieren in dhnlichem Zusammenhang: ,,Der Grenziibergang x — x, wird
durch den Sachkontext nicht gedeckt™ und die Ableitung ist ,,eine theoreti-
sche ModellgrdoBe, die im Sachkontext keine direkte Entsprechung hat.

Selbst wenn die Produktionsmenge kontinuierlich ist (z. B. Ol), scheinen
Grenzkosten als lokale Anderungsrate ,,schwer interpretierbar (Daume &
Dennhard 2017, S. 104). Warum? Auch dann verhalten sich die von der Pro-
duktionsmenge abhéngigen Kosten in der Realitdt anders, weil die abhédngige
GroBe, namlich die Kosten, in jedem Fall diskret ist. Eine realitdtsnahere
Modellierung wére die durch eine Treppenfunktion (dhnlich Weigand 1988,
S. 75), was in Abb. 2 am Beispiel von Benzinkosten veranschaulicht ist.
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Abb. 2: Modellierung von Benzinkosten beim Preis von 1,479 €/Liter durch eine

kaufménnisch rundende Funktion K mit K (x) = ﬁ- (1,479 - x) - 100 + 0,5]

Bei dieser Modellierung gibt es sogar Stellen, an denen die Ableitung nicht
existiert. Und wenn sie existiert, sind die Kosten lokal konstant — hier zeigt
sich die ,,wahre* lokale Anderungsrate (nimlich Null), wenn sie auch wenig
erhellend ist. Jedenfalls sind Grenzkosten bei einer Modellierung mit glatten
Funktionen auch im Falle einer kontinuierlichen Produktionsmenge i. A.
eine Modellgréfe ohne direkter Entsprechung im Kontext.

Fazit und Ausblick

Vorige Ausfithrungen zeigen, dass sich die Grundvorstellung der lokalen
Anderungsrate nicht ohne Weiteres auf Grenzkosten {ibertragen ldsst. Vor
diesem Hintergrund erscheint die Uberarbeitung der Bildungspline fiir den
Grund- und Leistungskurs am Wirtschaftsgymnasium in Nordrhein-Westfa-
len erforderlich, wo Grenzkosten bisher als Anwendung beim Thema ,,Von



der mittleren zur lokalen Anderungsrate” vorgeschlagen werden (vgl. z. B.
Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen
2007, S. 18).

Wesentlich fiir die Begriffsbildung der Ableitung sind neben der Grundvor-
stellung der lokalen Anderungsrate auch die der Tangentensteigung und lo-
kalen Linearitét (vgl. z. B. Biichter 2014, S. 44). Fiir die Férderung letztge-
nannter Grundvorstellungen bietet die in der Fachliteratur {ibliche Interpre-
tation von Grenzkosten groBes Potenzial. Uberlegungen, wie sich diese In-
terpretation vorstellungsorientiert in den Mathematikunterricht am Berufs-
kolleg einbringen lésst, werden aktuell konkretisiert.
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