Heinz SCHUMANN, Weingarten

»RegelmiBige* raumliche Polygone — eine Sachanalyse

1. Einleitung

Fiir die Definition der ,,RegelmiBigkeit™ raumlicher Polygone iibernehmen
wir die Seiten- und Innenwinkelgleichheit als definierende Eigenschaften re-
gelméBiger Polygone der Ebene. Dann gibt es nur einen Typ regelméaBiger,
d. h. seiten- und winkelgleicher rdumlicher Vierecke, den man durch passen-
des Auffalten zweier kongruenter gleichschenkliger Dreiecke um ihre ge-
meinsame Basis erzeugen kann (u. a. Schumann 2017). Der Viereckinnen-
winkel nimmt dabei Werte zwischen 0° und 90° an. Ein regelméBiges raum-
liches Viereck (kurz: 3D-Viereck) besitzt acht Deckabbildungen (drei Gera-
denspiegelungen, zwei Ebenenspiegelungen, eine Drehspiegelung, eine
Punktspiegelung und die identische Abbildung). Jede der Ecken eines regel-
méiBigen Vierecks kann mittels einer Deckabbildung auf jede andere seiner
Ecke abgebildet werden. In diesem Fall sagt man, das Vieleck, hier Viereck,
ist ,,eckendquivalent”. — Das regelméBige rdumliche Fiinfeck ist immer
planar (u. a. Van der Waerden 1970)! — Einfache seiten- und winkelgleiche
3D-Sechsecke sind schnell gefunden; es sind zwei besondere Kantenpoly-
gone des Wiirfels.

2. Konstruktion ,,regelméBiger*“ 3D-Sechsecke

Im Folgenden benutzen wir das prototypische Dynamische Raumgeometrie-
System Cabri 3D (Bainville & Laborde 2004-2015) fiir riumliche Konstruk-
tionen und physisch vorstellbare Manipulationen (Schumann 2007); man
kann aber auch ein anderes Dynamisches Raumgeometrie-System verwen-
den.
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Drei 3D-Sechseck-Typen kann man jeweils aus dem betreffenden antipris-
matischen Mantelpolygon A;A>A3A4AsA¢" mittels Spiegelung z. B. an der
Ebene A;A>A4As erhalten: Je nach Grofle des Winkels o ergeben sich fiir
o mit 0° < o <60° (Abb. 1); fiir o = 60° (Abb. 2); fir o mit 60° < o < 120°



(Abb. 3). Diese 3D-Sechsecke sind symmetrisch zu den mittelsenkrechten
Ebenen der Seite AjA; bzw. AsAs[] und der Seite A1As bzw. AxA4, die zu-
einander senkrecht stehen; daher sind die Sechsecke axialsymmetrisch zur
Schnittgeraden dieser mittelsenkrechten Ebenen.

Ein weiteres ,,regelméfBigen® 3D-Sechseck ist das aus den Flachendiagona-
len eines dreiseitigen Prismas bestehende (Abb. 4). Die Symmetrie-Ele-
mente dieses 3D-Sechsecks sind die des zugehdrigen geraden dreiseitigen
Prismas. Bei diesem 3D-Sechseck ist jede seiner Ecken mit einer Deckabbil-
dung auf jede andere seiner Ecken abbildbar. Aus diesem Seitendiagonalen-
Polygon kann man durch Spiegelung z. B. des Dreiecks A;AsAgan der Ebene
A AA4As nur einen weiteren Abkémmling gewinnen (Abb. 5). Dieser ist
punktsymmetrisch und hat nur eine Symmetrie-Ebene. — Es gibt noch einen
weiteren Typ von seiten- und winkelgleichen 3D-Sechsecken (Abb. 6); sein
Winkel o kann zwischen 0° und 120° variieren. — Man kann zeigen (Frank
& Schumann 2019), dass alle Typen seiten- und winkelgleicher 3D-Sechs-
ecke symmetrisch sind.
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3. Konstruktion ,,regelméifBiger*“ Sieben- und Achtecke

»RegelmaBiges* 3D-Siebenecke zeigen die Abbildung 7-9, welche nur eine
Ebenenspiegelung als Deckabbildung hat; der auf der Symmetrie-Ebene lie-
gende Eckpunkt kann nicht auf die restlichen Eckpunkte abgebildet werden.
Diese 3D-Siebenecke gehdren zu einer Schar mit dem Scharwinkel o zwi-
schen 0° und 90°.
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Wir schlieBen die Konstruktion ,,regelméBiger” 3D-Achteck an. Ein einfa-
ches Achteck dieser Art liefert ein Kantenpolygon des Wiirfels. Weitere ,,re-
gelmdBige 3D-Achtecke mit dem Achteckwinkel als Parameter ergeben
sich in Analogie zu Abschnitt 2: Die Eckpunkte der ,,regelméBigen* 3D-
Achtecke AjA2A3A4AsAcA7As liegen auf seitengleichen Vierecken
A1A3AsA7 und AA4A6Ag, die auch rdumliche Vierecke sein konnen. Wir
beginnen mit dem Quadrat als Basisviereck und verfahren analog wie bei der
Konstruktion der 3D-Sechsecke. Als erstes erhalten wir ein ,,regelméBi-
ges“ 3D-Achteck als Petrie-Polygon bzw. Mantelpolygon eines viereckigen
Antiprismas quadratischer Grundfldche, wobei der Achteckwinkel zwischen
0° und 135° liegen kann. Mittels entsprechender Ebenenspiegelung einer
Ecke bekommt man weitere Typen, die von der Winkelgrofe abhéngen; die
nichtquadratischen Ecken bilden 3D-Rauten, d. h. Rauten, die durch Auffal-
ten ebener Rauten ldngs einer Diagonalen entstehen. Sie haben die gleiche
Seitenldnge wie das Quadrat. Aus diesen Typen ergeben sich mittels geeig-
neter Ebenenspiegelung jeweils ein weiterer Abkdmmling (Abb. 10 - 12, nur
mit Markierung der gleichen Winkel). Geht man von einer 3D-Raute aus, so
sind die {ibrigen vier Ecken wieder Ecken eines Quadrats von gleicher Sei-
tenldnge wie die 3D-Raute. Quadrat und 3D-Raute als Basisvierecke verhal-
ten sich also quasi dual zueinander. ,,RegelmaBige* 3D-Achtecke mit einer
ebenen Raute als Basisviereck kann es nicht geben, denn nur das Petrie-Po-
lygon eines viereckigen Antiprismas mit quadratischer Grundfldche ist ein
regelmiBiges™ 3D-Achteck. Die bisherige Sammlung von Typen regelma-
Biger 3D-Achtecke ist natiirlich nicht vollstidndig, so bilden z. B. zwei be-
nachbarte regelméBige Fiinfeck des platonischen Dodekaeders ohne ihre ge-
meinsame Seite ein ,,regelméfBiges™ Achteck. — Der Leser kann selbst weitere
,regelmifBige” 3D-Polygone entdecken, z. B. solche als Kantenpolygone
Johnsonscher Polyeder (konvexe Polyeder aus regelméfigen Polygonen).
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4. Prizisierung des RegelmiBigkeitsbegriffs

Es stellt sich die Frage, ob die Ubernahme der Definition regelmiBiger ebe-
ner Polygone fiir riumliche Polygone sinnvoll ist, denn diese Definition sub-
summiert auch rdumliche Polygone, die nicht regelméaBig ,,aussehen®, weil
sie nicht eckendquivalent wie die regelmifBigen ebenen Polygone sind. Es ist
deshalb zweckmiBig, fiir die RegelméBigkeit raumlicher Polygone aufer ih-
rer Seitengleichheit noch ihre Eckendquivalenz zu fordern, welche die In-
nenwinkelgleichheit, aber nicht die Seitengleichheit eines Polygons ein-
schlieit. Nach dieser Definition blieben als regelméafBige rdumliche Polygone
mit mehr als fiinf Ecken nur {ibrig die 2n-eckigen Mantelpolygone n-eckiger
Antiprismen mit regelméifigen und einander kongruenten Grund- und Deck-
flichen fiirn =3, 4, 5, ... (Abb. 13) und die 2n-eckigen Polygone aus den
Seitenflichendiagonalen der n-seitigen geraden Prismen regelméBiger
Grundflachen fiirn =2k+1 mitk =1, 2, 3, ... (Abb. 14). Einen Beweis dafiir
haben Efremovitch und lljjashenko schon 1962 gefiihrt; ihr Beweis gilt sogar
im n-dimensionalen (reellen) euklidischen Raum (n > 3).

Abb. 13
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