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Aspekte der Kodierung mathematischer Beweise 
Argumentieren und Beweisen stellen zentrale Lernziele der mathematischen 
Ausbildung dar: In der Schule gilt Argumentieren als eine der sechs allge-
meinen mathematischen Kompetenzen (KMK, 2012) und spätestens in ei-
nem mathematischen Studium werden Beweise als fundamentale Methode 
der Mathematik als Wissenschaft in den Fokus gerückt (z.B. Rach, Heinze, 
& Ufer, 2014). Dies spiegelt sich in einem entsprechenden Forschungs-
schwerpunkt der Didaktik der Mathematik wider, welcher sowohl Argumen-
tations- und Beweisprozesse von SchülerInnen sowie Studierenden, als auch 
deren Produkte untersucht (vgl. G. J. Stylianides, Stylianides, & Weber, 
2017). Für die Analyse der Produkte ist der Kodierungsprozess zentral, bei 
der deren Qualität beschrieben und einschätzt wird. Dazu werden in der For-
schung verschiedene Kriterien verwendet, die unterschiedliche Aspekte von 
Argumentationen bzw. Beweisen in den Vordergrund rücken. 
Ausgehend vom Begriff des Beweises sowie verschiedenen Perspektiven auf 
den Beweisprozess werden im Folgenden zentrale Kriterien für die Kodie-
rung von Beweisprodukten abgeleitet und genauer dargestellt. 

Definition und Hintergrund von mathematischen Beweisen 
Der Begriff „Beweis“ wird in der mathematikdidaktischen Forschung teils 
unterschiedlich verwendet und die Abgrenzung von Argumentationen und 
Begründungen ist schwierig (Brunner, 2014; Reid & Knipping, 2010). Oft-
mals werden mathematische Beweise jedoch als Argumentationsketten ver-
standen, welche spezifischen sozio-mathematischen Normen entsprechen 
(vgl. A. J. Stylianides, 2007; Yackel & Cobb, 1996). Bedingt durch den so-
zialen Charakter dieser Normen gibt es jedoch keine feste, allgemein akzep-
tierte Liste an Akzeptanzkriterien für Beweise (Jahnke & Ufer, 2015), son-
dern diese variieren zwischen verschiedenen mathematischen Communities 
(vgl. auch Sommerhoff & Ufer, eingereicht). Dies führt zu einer prinzipiellen 
Unschärfe bei der Bewertung von mathematischen Beweisen. Hinzu kommt, 
dass Beweisprodukte aus vergleichsweise komplexen Prozessen entstehen 
und je nach Forschungsinteresse unterschiedliche Aspekte bei der Kodierung 
der Beweisprodukte im Vordergrund stehen. 
Basierend auf der Analyse von zu Grunde liegenden Denkprozessen beim 
Beweisen können folgende Beweistypen unterschieden werden (Wittmann 
& Müller, 1988): experimentelle, operative/inhaltlich-anschauliche sowie 
formal-deduktive Beweise. Experimentelle Beweise zeichnen sich durch 
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eine induktive Denkweise aus, bei der mit Hilfe von Beispielen auf die zu 
zeigende Aussage geschlossen wird. Durch diese Form des Beweises soll 
entsprechend eine lokale, empirische Gewissheit bezogen auf die unmittel-
baren Beispiele entstehen. Inhaltlich-anschauliche Beweise gehen darüber 
hinaus, da sich von einem spezifischen Beispiel gelöst wird und eine generi-
sche Begründung / Beispiel erbracht wird, aus welcher die allgemeine Gül-
tigkeit (zumindest für den Beweisenden) anschaulich klar wird. Formal-de-
duktive Beweise basieren schließlich vollständig auf deduktiven Schlussfol-
gerungen, mit deren Hilfe Schritt für Schritt die zu zeigende Aussage herge-
leitet wird. Oft ist dies verbunden mit der Verwendung einer formal-symbo-
lischen Notation, welche jedoch, basierend auf den Denkprozessen, im Prin-
zip für diesen Beweistyp nicht notwendig ist. 
Basierend beispielsweise auf den Arbeiten von Krummheuer (2001) können 
verschiedene Darstellungsformen bzw. Repräsentationsebenen unterschie-
den werden: Rechnerische Beweise, welche mit Hilfe von konkreten Zahlen 
und Rechnungen arbeiten, narrative Beweise, welche überwiegend verbal 
sprachlich ausformuliert sind, ikonische Beweise, welche mit Hilfe bildhaf-
ter, zeichnerischer Ansätze arbeiten, und formal-symbolische Beweise, wel-
che sich einer formal-symbolischen Darstellung der Inhalte bedienen. 
Gerade im universitären Bereich, in dem Beweise zumeist formal abgefasst 
sind, wird häufig die formale Qualität des Beweises als Kriterium verwen-
det (vgl. Ottinger, Kollar, & Ufer, 2016; Selden & Selden, 2009). Hier lassen 
sich zum einen die Verwendung von algebraischer Notation, bspw. in Form 
von Quantoren und Junktoren, aber auch die genaue Definition von Variab-
len („𝑚𝑚 ∈ ℤ“) und deren Eigenschaften innerhalb eines Beweises bewerten. 
Als Gegenpol dieses eher „formal-rhetorischen“ Kriteriums wird oft ein 
„problem-orientierter“ Aspekt von Beweisen gesehen (Selden & Selden, 
2009). Dieser beruht darauf, dass mathematisches Argumentieren, und damit 
auch Beweisen, als Problemlöseprozess angesehen werden kann (bspw. 
Newell & Simon, 1972; Schoenfeld, 1985). Dabei muss eine Ausgangssitu-
ation (Voraussetzungen) in eine Zielsituation (zu zeigende mathematische 
Aussage) übergeführt werden, indem verschiedene Operatoren (Argumente) 
verwendet werden. Für die Qualität eines Beweises ist aus dieser Perspektive 
zentral, dass die wesentlichen Operatoren, d.h. die wesentlichen inhaltlichen 
Beweisideen und Argumente gefunden werden. 
Schließlich kann als weiteres Kriterium noch die Argumentationstiefe an-
geführt werden. Beispielsweise basierend auf dem vom Toulmin (1958) er-
stellten Schema, kann für die einzelnen Schlussfolgerungen in einer Argu-
mentation überprüft werden, ob eine ausreichende bzw. akzeptable Begrün-
dung („Warrant“) angeführt wird, welche bspw. im Falle einer deduktiven 
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Argumentation nur auf bereits bekannten bzw. bewiesenen Aussagen, den 
gegebenen Voraussetzungen sowie Axiomen beruhen darf. 

Kriterium  Beschreibung 
Beweistyp  Fokussiert den unterliegenden Denkprozess des 

Beweises und den Grad der Allgemeingültig-
keit, der mit dem Beweis erreicht werden kann. 

Darstellungsform  Unterscheidet auf der Sichtebene zwischen der 
hauptsächlich für den Beweis verwendeten Dar-
stellungsform. 

Formale Qualität  Betrachtet die Verwendung formal-symboli-
scher Darstellungen sowie deren Adäquatheit 
und Vollständigkeit. 

Beweisideen  Fokussiert auf die im Beweis vorhandenen 
Ideen, welche für die Herleitung der zu zeigen-
den Aussage zentral sind. 

Argumentationstiefe  Gibt an, wie detailliert bzw. vollständig die im 
Beweis gegebenen Begründungen sind. 

Tabelle 1: Kriterien zur Bewertung von Beweisen  

Insgesamt ergeben sich so bereits fünf verschiedene Kriterien für die Be-
schreibung von Beweisen und die Einschätzung von deren Qualität (vgl. Ta-
belle 1), welche je nach sozio-mathematischen Normen und Forschungsper-
spektive unterschiedlich schwer zu gewichten sind und teils noch deutlich 
feingliedriger operationalisiert werden können bzw. müssen. Auch zeigt 
sich, dass die Kriterien, obwohl substantiell verschieden, nicht disjunkt sind 
und beispielsweise das Kriterium „formale Qualität“ bei einem experimen-
tellen Beweis oftmals nicht anwendbar sein wird. 

Diskussion 
Für die empirische Bewertung von Beweisprodukten müssen diese mit Hilfe 
von Kriterien analysiert und eingeschätzt werden können. Bereits bei einer 
theoretischen Analyse möglicher Kriterien zeigt sich jedoch, dass „Beweis-
qualität“ ein komplexes Konstrukt darstellt, welches sich einerseits nicht mit 
Hilfe einer einzigen Dimension bzw. einer Zahl abbilden lässt, andererseits 
durch unterschiedliche Normen in Bezug auf Beweise immer einer gewissen 
Unschärfe unterliegt. Da die (eindimensionale) Quantifizierung von Beweis-
qualität jedoch für viele Forschungsfragen nötig oder zumindest günstig ist, 
muss sowohl bei der Auswahl der Qualitätskriterien als auch bei deren Dar-
stellung und Kommunikation auf Transparenz geachtet werden. Ist dies nicht 
der Fall, sind widersprüchliche Ergebnisse und Interpretationen auf Basis 
von unterschiedlichen Kriterien nicht auszuschließen und der gleiche Beweis 
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könnte je nach Kriterium gleichzeitig von hoher und niedriger Qualität sein. 
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