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Tiatigkeitstheoretische Betrachtung von Kenntnisqualitiiten
fiir mathematische Beweisprozesse

Schwierigkeiten der Studierenden im ersten Semester im Fach Mathematik
werden vielfach berichtet, die Abbruchquoten sind entsprechend hoch und
es werden Anstrengungen unterschiedlicher Art unternommen, der Uber-
gangsproblematik zu begegnen (vgl. u.a. Greefrath et al., 2018). In theoreti-
schen Betrachtungen werden insbesondere Unterschiede bezogen auf die
Kultur der Lehrmethoden und im mathematischen Beweisen zwischen der
Mathematik in der Schule und der Mathematik in der Universitét beschrie-
ben (vgl. u.a. Rach, 2014).

Beweisen, auf das im Folgenden fokussiert wird, kann verstanden werden
als ,,die deduktive Herleitung eines mathematischen Satzes aus Axiomen und
zuvor bereits bewiesenen Sétzen nach spezifizierten Schlussregeln® (Jahnke
& Ufer, 2015, S. 331). Im Rahmen meiner Arbeit werden Beweisaufgaben
in den Blick genommen, die typischerweise an einen Studienanfénger im
Fach Mathematik im Bereich Analysis I gestellt werden (bspw. der Nach-
weis der Stetigkeit einer Funktion oder die Aquivalenz verschiedener Stetig-
keitsdefinitionen). Die hier fokussierte Art von Beweisaufgaben stellt eine
Aufforderung zum Beweisen eines vorgegebenen Satzes dar, dessen Wahr-
heitsgehalt gesichert ist, alle dazu benotigten Sitze und Begriffe sind in der
Regel im Skript zu finden. Mit dem Stellen einer Beweisaufgabe konnen ver-
schiedene Funktionen (de Villiers, 1990) und Zielstellungen wie die Verifi-
kation der Aussage, ihre Erkldarung, Systematisierung und Kommunikation
verbunden sein. Insbesondere fiir die Realisierung der Erklarungs- und Sys-
tematisierungsfunktion erscheint ein hohes mathematisches Fachwissen pré-
diktiv fiir einen in dieser Hinsicht erfolgreichen Beweisprozess. Der Einfluss
des mathematischen Fachwissens auf die Beweiskompetenz neben dem ma-
thematisch-strategischen Wissen konnte auch allgemein in einer verglei-
chenden Studie von Sommerhoff (2017) empirisch aufgezeigt werden.

Im Rahmen meiner Arbeit werden Beweisprozesse in der oben beschriebe-
nen Eingrenzung vor dem Hintergrund der Tatigkeitstheorie beschrieben und
mit weiteren Ansitzen vernetzt, wobei insbesondere das mathematische
Fachwissen als Einflussfaktor auf die Leistung in einer Beweisanforderung
in den Blick genommen wird. Die Tatigkeitstheorie stellt hierfiir einen ge-
eigneten theoretischen Rahmen bereit, da sich vor diesem Hintergrund Be-
weisanforderungen unter Beriicksichtigung verschiedener, nicht nur kogni-
tiver Faktoren lerntheoretisch gut beschreiben lassen und Ankniipfungs-
punkte fiir die Betrachtung des Einflusses verschiedener Wissensarten und



Wissensqualitdten auf Beweisprozesse sowie Modelle zur Aneignung des
mathematischen Fachwissens bereitgestellt werden.

Tétigkeitstheoretischer Rahmen und Kenntnisqualititen

In der Tétigkeitstheorie (vgl. u.a. Giest & Lompscher, 2006) als moderat
konstruktivistische Theorie wird Lernen verstanden als die individuelle An-
eignung eines Lerngegenstandes durch ein Subjekt mittels Tétigkeit. Auf die
handelnde Auseinandersetzung des Subjektes nehmen verschiedene Aspekte
wie individuelle Ziele und Motive Einfluss, aber auch die Bedingungen der
Anforderungssituation. Einen entscheidenden Einfluss auf die Handlungs-
qualitdt haben die Kenntnisse des Subjektes als individuelles Abbild gesell-
schaftlichen Wissens, welche sich weiter unterteilen lassen in Begriffs-,
Satz- und Verfahrenskenntnisse (im Folgenden mathematische Kenntnisse)
sowie metamathematische Kenntnisse (vgl. u.a. Vollrath & Roth, 2012). Im
Rahmen von Beweisprozessen sind neben den im Beweis bendtigten mathe-
matischen Kenntnissen auch metamathematische Kenntnisse iiber das Be-
weisen (wie bspw. Kenntnisse iiber das Beweisen, Methodenwissen, Be-
weistypen und —strategien, logische Schlussweisen) relevant. Die Qualitét
von Kenntnissen beschreibt Pippig (1980) durch acht Parameter, von denen
sich zwei auf die Beziechung zu Personlichkeitseigenschaften, zwei auf die
individuelle Verfestigung und vier auf die Adédquatheit der Kenntnis bezie-
hen. Ausgangspunkt fiir diese Qualitdtsparameter ist die Vorstellung einer
vernetzten Kenntnisstruktur, wobei Pippig hierarchisch geordnete semanti-
sche Netzwerke betrachtet. Auch Drollinger-Vetter (2011) und Vollrath &
Roth (2012) gehen von vernetzten Kenntnisstrukturen aus und beschreiben
darauf aufbauend Qualitdten von Kenntnissen. Basierend auf diesen Ansét-
zen und der Arbeit von Feldt-Caesar (2017) kann die Qualitét einer Kenntnis
durch folgende Parameter beschrieben werden:

Feingliedrige Vernetzungen direkt am Kern des Gegenstandes

o Inwiefern ist der semantische Kern des Gegenstandes adéquat abgebildet?
(Exaktheit)

o Inwiefern ist der semantische Kern des Gegenstandes dauerhaft verfiigbar
und inwiefern ist eine eigene oder von auBlen gesteuerte Hilfsmittelnut-
zung zur Reaktivierung notig? (Verfiigbarkeit)

e Inwiefern kann der Gegenstand auf verschiedenen Ebenen der Anschau-
ung dargestellt werden und inwiefern ist ein Wechsel dazwischen mog-
lich? (Anschaulichkeit)



o Inwiefern besteht eine Vernetzung zu Beispielen bzw. Allgemeinem und
inwiefern ist ein flexibler Wechsel dazwischen unter Ausweisung des Be-
sonderen moglich? (Allgemeinheit)

Vernetzungen um den Kern des Gegenstandes

e Inwiefern besteht eine Vernetzung zu Alternativdefinitionen bzw. inwie-
fern ist der Satz mit seinem Beweis vernetzt? (Vernetzung zu Beweis /
Alternativdefinition)

o Inwiefern bestehen Vernetzungen zu inner- und aullermathematischen
Anwendungen? (Vernetzung zu Anwendungen)

o Inwiefern sind die Gesamtstruktur und der Gesichtspunkt der Ordnung
des Bereiches abgebildet? (Vernetzung innerhalb des Kenntnisbereiches)

Dariiberhinausgehende Vernetzungen

o Inwiefern bestehen Vernetzungen zu innermathematischen Kenntnissen
anderer Bereiche? (Vernetzung zu anderen Kenntnisbereichen)

Bei dieser Beschreibung der Qualitdt einer Kenntnis stellt eine einzelne
Kenntnis (also eines der Stoffelemente Satz, Begriff, Verfahren) den Aus-
gangspunkt der Uberlegungen dar. Anschaulichkeit und Allgemeinheit, ins-
besondere aber auch Exaktheit und Verfiigbarkeit beziehen sich dabei auf
dieses Stoffelement. Die Vernetzungen des Stoffelementes zu anderen Stoff-
elementen wiren zumeist selbst als Stoffelemente darstellbar. Riicken diese
ins Zentrum der Betrachtung, dann kann auch deren Qualitét durch die oben
genannten Parameter beschrieben werden.

Spezifizierung von Kenntnisqualititen fiir Beweisprozesse

Betrachtet man nun die Kenntnisqualititen, die notwendig scheinen fiir die
Ermdglichung eines erfolgreichen Beweisprozesses, so kann differenziert
werden zwischen der Kenntnis des zu beweisenden Satzes und der Qualitét
der zum Beweis notwendigen mathematischen und metamathematischen
Kenntnisse. Die Qualitdt der Kenntnis des zu beweisenden Satzes sollte be-
ziiglich Exaktheit, Anschaulichkeit und Allgemeinheit hoch sein. Beziiglich
der Vernetzung innerhalb des Kenntnisbereiches muss keine vollstdndige
Einbettung vorliegen, es sollten aber Ankniipfungspunkte bestehen. Die
Frage nach der Verfligbarkeit ist bei gegebenem Satz nicht mehr relevant.
Zum Beweis benétigte mathematische Kenntnisse sollten mindestens eigen-
stindig reaktivierbar und nach der Reaktivierung exakt sein. Auch verschie-
dene Ebenen der Anschauung und Allgemeinheit sollten nutzbar sein und
zwischen ihnen sollte gewechselt werden kénnen. Wichtig scheint dariiber
hinaus, dass die Kenntnisse innerhalb des Kenntnisbereiches untereinander
vernetzt sind, da dies die Interaktion der Argumente ausmacht. Auch



Kenntnisse iiber logische Schlussweisen und Beweistypen sollten mindes-
tens eigenstdndig reaktivierbar und nach der Reaktivierung exakt sein. Zu-
dem kann eine Vernetzung zur Anschauung hilfreich sein (bspw. Venn-Dia-
gramme). Die Vernetzungen zu Beispielen konnen besonders im Rahmen
einer Musterorientierung hilfreich sein. Beziiglich der Vernetzungen inner-
halb des Kenntnisbereiches wire zumindest eine grobe Vernetzung zu Be-
weisverfahren sinnvoll. Insbesondere die nicht explizit kommunizierten
Teile metamathematischen Wissens zum Beweisen sollten eine hohe Ver-
fligbarkeit aufweisen und die Exaktheit sollte so ausgeprigt sein, dass sie
von der jeweiligen mathematischen Community akzeptiert wird.

Mithilfe der Beschreibung von Kenntnisqualitdten fiir Beweisprozesse las-
sen sich prototypisch sowohl Diagnoseinstrumente als auch Aneignungsma-
terialien zur Nachbereitung fiir die in der Vorlesung vorgetragenen Begriffe
und Sétze erarbeiten, welche die Kenntnisqualitdten der benétigten Stoffele-
mente und des zu beweisenden Satzes fordern und somit Beweisprozesse
unterstiitzen sollen.
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