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Die Euler-Gerade als Serendipititsfund

Der folgende Beitrag inszeniert einen Teil von Leonhard Eulers Artikel
»Solutio facilis problematum quorumdam geometricorum difficilimorum®,
zu Deutsch: Leichte Losung gewisser sehr schwieriger geometrischer Auf-
gaben. Euler bespricht in seinem Artikel die folgende Aufgabe:

Aufgabe: Rekonstruiere die Seiten a, b und ¢ eines Dreiecks ABC, sofern
moglich, aus den vier klassischen merkwiirdigen Punkten des Dreiecks, dem
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten und Umkreismittelpunkt U, dem Schnitt-
punkt der Seitenhalbierenden und Schwerpunkt S, dem Schnittpunkt der H6-
hen H und dem Schnittpunkt der Winkelhalbierenden und Inkreismittelpunkt
I.

Die Aufgabe fordert also,
dass man die Seiten a, b und
¢ des Dreiecks als Funktio-
nen der sechs Abstidnde US,
UH, Ul, SH, SI und HI, die
durch die vier merkwiirdigen
Punkte gegeben sind, be-
stimmt. Eulers Losung ist ty-
pisch algebraisch, denn er
mandvriert zundchst genau
in die entgegengesetzte
Richtung, d.h. er versucht die
sechs Abstande mit Hilfe der
Seitenldngen a, b und ¢ aus- A B A B

zudriicken. Nachdem er dies bewerkstelligt hat, zeigt er, wie man die sechs
Gleichungen nach a, b und c auflésen kann. Er 16st die Gleichungen jedoch
nicht direkt nach a, b und ¢ auf, sondern zunachst nach den elementarsym-
metrischen Polynomen p:=a+ b +c, q:=ab + ac + bc und r:= abc.
Die gesuchten Seitenldngen a, b und ¢ ergeben sich dann aus p, q¢ und r
durch Losung der kubischen Gleichung x3 — px? + gx — r = 0. Um also
zunichst die Abstdnde zwischen den merkwiirdigen Punkten als Funktionen
der Seitenldngen a, b und ¢ zu bestimmen, legt Euler, wenn man so will, das
Dreieck ABC in ein Koordinatensystem, sodass A den Ursprung des Systems
bildet und B auf der pos. x-Achse liegt. Sodann bestimmt er die Koordinaten
von U, S, H und I in Abhingigkeit von a, b und ¢, um schlieBlich mit Hilfe
des Pythagoras die gesuchten Abstéinde zu bestimmen. Bei der Bestimmung
der Koordinaten erweist sich fiir Euler neben dem Kosinussatz (Kosinus)
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die Heronsche Formel (Heron) fiir den Flacheninhalt des Dreiecks als &u-
Berst niitzlich, da sie ebendiesen Flacheninhalt einzig mit Hilfe der Seiten-
langen a, b und ¢ des Dreiecks auszudriicken weil3.

Heronsche Formel:

F:%\/(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)

= %\/Zazbz + 2a%c? + 2b2%c? — a* — b* — c*

Bestimmung der Koordinaten von U:

Sei U der Lotfullpunkt des Lotes von U auf AB und Z der LotfuBSpunkt des
Lotes von A auf BC. Aus der Tatsache, dass U Umkreismittelpunkt des Drei-
ecks ABC ist und der Tatsache, dass ein Mittelpunktswinkel doppelt so grof3
ist, wie die zugehorigen Umfangswinkel, folgt, dass ZAUU' = £ACZ. Daher
sind die Dreiecke AUU‘ und AZC &hnlich zueinander, woraus wegen

a-AZ
F==
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folgt: Au’ ~ Az 2F/a
Also: UU'=£-M=L-2abcos( )
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Kosinus ¢
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Die Koordinaten von U lauten wie folgt: A v B
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Bestimmung der Koordinaten von S:

Sei S* der LotfuBpunkt des Lotes von S auf AB. Sei H* der LotfuSpunkt des
Lotes von C auf AB. Sei M die Mitte von BC. Sei N das Spiegelbild von A
nach Spiegelung an M und N* der Lotfulpunkt des Lotes von N auf AB. Aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke AS’S und AN’N und der Teilungseigenschaft
des Schwerpunkts S in Bezug auf die Seitenhalbierenden erhilt man:

AS' _AS _ As 1 4s
AN' T AN T 2:AM ~ 2 AM
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Also gilt: AS’=%-AN’=%-(AH’+C)=%-(bcos(a)+c)

= é- (2bc cos(a) + 2¢?)



Kosinus

2 é-(b2+02—a2+202)

_ 3c%+b%-a? Cc N
- 6c
Zudem gilt: ss'=2.cy' =2.22-2.1
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Die Koordinaten von S lauten somit S
wie folgt:
S = 3c2+b%-a? 2 F & 0 W0 >
=3 A H S B N

Bestimmung der Koordinaten von H:

Sei noch stets Z der LotfuBpunkt des Lotes von A auf BC und H* der Lotful3-
punkt des Lotes von C auf AB. Dann gilt zum einen:

Kosinus
2bc cos(a) - b%+c%-a?
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Wegen £H'AH = £BAZ sind die rechtwinkligen Dreiecke AH’H und AZB
ghnlich zueinander.

4. AZ _ AH'
Daher gilt: == C
. v _ gt BZ _ g ccos(B)
Also: HH' = AH'-— = AH' -~ 7
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Die Koordinaten von H lauten somit wie folgt:

b%+c?-a?  (b%*+c?-a?)(a?+c?-b?)
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Bestimmung der Abstéinde:

Es fehlen noch die Koordinaten von I. Mit den bisher bestimmten Koordina-
ten lassen sich unter Verwendung des Pythagoras jedoch schon drei der sechs
angestrebten Abstinde bestimmen. Man gewinnt US, SH und UH nimlich
mit Hilfe der folgenden Formeln:



US = [(AS" = AU")2 + (§'S = U'U)?,
SH = \/(AH' — AS")2 + (H'H — 5'S)2,

UH = \[(AH' = AU)? + (H'H — U'U)2.

Dazu bestimmt Euler zunéchst die von den Formeln erbetenen Differenzen:
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Eine merkwiirdige Gerade:
Auffallig ist, dass Euler, abgesehen von Vor- c

faktoren, stets bei denselben Ergebnissen lan-
det! Die Rechnungen weisen ihn auf eine in-
teressante Tatsache hin: In jedem Dreieck ist
der Abstand zwischen Schwerpunkt und Ho- H s u

henschnittpunkt genau doppelt so gro3 wie / pa— \

der Abstand zwischen Schwerpunkt und Um-
kreismittelpunkt. Zudem ist der Abstand zwi- ¢ B
schen Hohenschnittpunkt und Umkreismittel-

punkt dreimal so gro3 wie der Abstand zwischen Schwerpunkt und Umkreis-
mittelpunkt. Die Punkte U, S und H bilden somit ein Dreieck deren Seiten-
langen sich wie 1:2: 3 verhalten. Das widerspricht jedoch der Dreiecksun-
gleichung. Euler ist damit auf eine merkwiirdige Gerade im Dreieck gesto-
Ben, eine Gerade, die die Punkte U, S und H enthélt.

Aus entdeckungstheoretischer Sicht ist bemerkenswert, dass Eulers geomet-
rischer Fund offenbar nicht zunichst auf empirischer Beobachtung am ge-
zeichneten Dreieck, sondern direkt auf einer algebraisch-symbolischen Be-
obachtung beruht. Hervorzuheben ist ferner der unvorhergesehene, wenn-
gleich von Wissen statt Gliick getragene, Charakter der Entdeckung. Euler
war schlie8lich gar nicht auf der Suche nach merkwiirdigen Geraden.






