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Kooperative Beweisprozesse von
Mathematiklehramtsstudierenden in der
Studieneingangsphase

Ausgangspunkt fiir das hier dargestellte Forschungsvorhaben ist die wohlbe-
kannte Problematik des Studieneinstiegs im Mathematiklehramtsstudium.
Die Abbrecherquoten in der Studieneinstiegsphase sind im Vergleich zu an-
deren Studiengédngen extrem hoch (Dieter et al, 2008). Insbesondere selbst-
staindige Beweiskonstruktionen, die ab Studienbeginn zentrale Aktivititen
darstellen, sind erfahrungsgemaB mit groen Schwierigkeiten fiir die Lehr-
amtsstudierenden verbunden (Moore, 1994). Im Mathematikstudium ist die
gemeinsame Arbeit an den Beweisaufgaben in selbstorganisierten
Kleingruppen iiblich und wird meist vom Dozenten oder der Dozentin
gefordert. Im hier dargestellten Forschungsvorhaben wird untersucht, wie
kooperative Beweisprozesse von den Studierenden gestaltet werden und
welches Potenzial die Kleingruppenarbeit fiir das Erlernen des Beweisens in
der Studieneingangsphase mit sich bringt. Dabei wird eine interaktionisti-
sche Perspektive auf die studentische Gruppenarbeit eingenommen, nach der
Lernen in den Aushandlungsprozessen der Studierenden entsteht. Soziale
Bedingungen werden in dieser Perspektive als konstitutiv fiir den Lernpro-
zess angesehen. Mathematikdidaktische Untersuchungen, die sich mit Be-
weisprozessen auf Tertidrniveau beschiftigten, fokussierten bisher fast aus-
schlieBlich auf kognitive bzw. affektive individuelle Faktoren (z.B. Reiss &
Ufer 2009). Die hier dargestellte Studie soll die bisherigen psychologisch
orientierten Forschungsansétze um eine interaktionistische Perspektive auf
das Beweislernen in der Studieneingangsphase ergénzen. Im Rahmen dieses
Beitrags wird die Herstellung von Rahmungsdifferenzen in kooperativen Be-
weisprozessen von Mathematiklehramtsstudierenden thematisiert. Unter
Rahmungsdifferenzen werden Interaktionssituationen gefasst, die durch
grundsitzliche verschiedene Deutungsaktivititen der Beteiligten charakteri-
siert sind. Anhand zweier kurzer Interaktionssituationen wird das Potenzial
dargestellt, das Rahmungsdifferenzen fiir die thematische Entwicklung der
kooperativen Beweisprozesse haben konnen, und vor dem Hintergrund einer
interaktionistischen Lerntheorie reflektiert.

Methodologische Verortung und methodisches Vorgehen

Die Datenerhebung fand im Rahmen von zusétzlichen Unterstlitzungsange-
boten fiir Mathematiklehramtsstudierende im ersten Studienjahr an der Uni-
versitdt Hamburg statt. Bei diesen Angeboten handelte es sich um freiwillige
Veranstaltungen begleitend zur Vorlesung Lineare Algebra und Analytische



Geometrie, in denen die Studierenden selbststéndig in Kleingruppen an den
wochentlichen Ubungsaufgaben arbeiteten. Durchschnittlich nahmen
15 Studierende an den Veranstaltungen teil. Wahrend der Veranstaltung
wurden Audioaufnahmen von den Beweisprozessen und Bildaufnahmen ih-
rer Notizen angefertigt. Die Datenerhebung erfolgte in moglichst ,,alltagli-
chen® Lernsituationen. So wurde weder auf die Gruppenkonstellationen
noch auf die Inhalte der Beweisaufgaben Einfluss genommen. Transkripte
der Audioaufnahmen stellen die Grundlage fiir die Auswertung dar und wer-
den interaktionsanalytisch interpretiert. Das methodische Vorgehen der In-
teraktionsanalyse geht auf Arbeiten von Bauersfeld und Krummbheuer zuriick
und wurde zur Untersuchung von Interaktionen im Mathematikunterricht
entwickelt (Krummheuer & Naujok, 1999). Grundlegend fiir diesen Ansatz
ist eine Perspektive auf Mathematikunterricht, die davon ausgeht, dass der
fachliche Inhalt in Unterrichtsinteraktionen von allen Beteiligten erzeugt
wird. Er wird nicht als etwas Festgelegtes verstanden, was von einer Person
an eine andere weitergegeben wird. Vielmehr emergiert er im Wechselpro-
zess von aufeinander bezogenen AuBerungen in der Interaktion.

Rahmungsdifferenzen in kooperativen Beweisprozessen

Rahmungen beschreiben im Anschluss an Goffman (1974) Stabilisierungen
von subjektiven Deutungen in Interaktionsprozessen. Sie gehen auf die Kon-
ventionalisierung bestimmter Interaktionssituationen zuriick und werden
aufgrund bestimmter kommunikativer Signale routiniert hergestellt. Unter
der Voraussetzung unterschiedlicher Rahmungen von Studierenden einer
Kleingruppenarbeit sind Verstdndigungsprozesse, die einen Fortgang der In-
teraktion ermdglichen, schwer herzustellen. Aus interaktionistisch-lerntheo-
retischer Sicht stellt die Hervorbringung solcher Verstdndigungsprozesse
aber gerade die sozialen Bedingungen der Moglichkeit des Lernens dar, da
sie kognitive Konstruktionsprozesse der Beteiligten orientieren koénnen
(Krummheuer, 1992). Dies soll an zwei Interaktionssituationen aus studen-
tischen Kleingruppenarbeiten dargestellt werden. Der erste Ausschnitt
stammt aus einer Kleingruppenarbeit dreier Studierender, die beweisen sol-
len, dass zwei Vektorrdume V und V die gleichen Endomorphismen haben.
Die beiden zu betrachtenden Vektorraume haben die gleichen Elemente, aber
unterscheiden sich in ihren Verkniipfungen.

1| Alex | jetzt miissen wir nur gucken, miissen wir nur zeigen, dass sie durch f auf
dieselben elemente wieder abgebildet werden.

2 | Doro | aber mhm (3) werden sie das iiberhaupt? es muss ja nicht.

3 | Alex | doch das miissen sie. zwei endomorphismen sind genau dann gleich, wenn
sie jedes element auf dasselbe element abbilden.




4 | Doro | aber es muss ja nicht. sozusagen dieses f muss ja nicht genau das gleiche
element sein wie hier drinne, sondern du kannst sie ja so {iber kreuz machen,
dh, indem du konjugierst. also, &h, es soll ja nur die menge gleich sein.

Erik | ja.

6 | Doro | nein es soll aber nicht jedes einzelne.

7 | Alex | aber die endomorphismen die endomorphismen sollen gleich sein. die sollen
nicht irgendwie es soll nicht zwei verwandte geben, sondern sie sollen gleich
sein.

Tab.: Transkript zur Gleichheit von Endomorphismenmengen

In der vorausgehenden Interaktion wird deutlich, dass die Studierenden die
Uberzeugung teilen, dass eine Mengengleichheit bewiesen werden miisse.
Alex leitet hieraus das typische Verfahren zum Beweis von Mengengleich-
heit ab, ndmlich dass zu zeigen sei, dass es zu einem beliebigen Endomor-
phismus f auf dem Vektorraum V einen Endomorphismus f auf dem Vek-
torraum ¥ gibt, der mit f iibereinstimmt. Doro hingegen folgert, dass der
einzelne Endomorphismus nicht betrachtet werden konne bzw. miisse, da nur
die Mengen der Endomorphismen gleich sein sollen. Die Rahmungsdiffe-
renz von Alex und Doro besteht in der Perspektive auf die Endomorphis-
menmengen und manifestiert sich in verschiedenen Beweisansétzen: Alex
setzt innerhalb der Endomorphismenmengen bei einem beliebigen Endomor-
phismus an; Doro hingegen betrachtet die Endomorphismenmengen zusam-
mengefasst von auflerhalb. Im zweiten Ausschnitt entwickeln die Studieren-
den Ideen fiir den Beweis der Aussage, dass fiir jeden Endomorphismus ¢
auf einem endlich dimensionalen euklidischen Vektorraum (V, (-,-)) genau
ein adjungierter Endomorphismus ¢* existiert. Die Studierenden haben in
der vorausgehenden Interaktion bereits tiberlegt, die Endomorphismen und
Skalarprodukte mit Matrizen zu beschreiben:
vI-BT-G-w=(p*(W),w)=(v,ow),)=v"T-G-4-w

1 | Marie | miissen wir ja darauf hinaus, dass man vielleicht sagt, okay, wenn a phi
beschreibt und b phi stern beschreibt, dass dann irgendein verhéltnis zwi-
schen b und a ist, oder? dass man darauf hinaus will? Zum Beispiel, was
weil} ich, b ist gleich a transponiert, was wahrscheinlich nich so ist, aber/

2 | Tabea | nein, b ist die adjungierte Matrix.

Marie | zua? (..) was hast du eben gesagt, b ist die/ b ist die adjungierte Matrix zu
a. ergibt sinn, wenn phi stern zu phi adjungiert ist.

4 | Tabea | ja, aber du hattest irgendeinen anderen Punkt.

Marie | hatte ich? aber ist das sicher so, dass b zu a adjungiert ist?

6 | Tabea | ja, das sollen wir ja zeigen, oder nicht?

Tab.: Transkript zu adjungierten Endomorphismen



Tabea geht davon aus, dass gezeigt werden miisse, dass die Darstellungs-
matrix des zu ¢ adjungierten Endomorphismus gerade die Adjungierte zur
Darstellungsmatrix von ¢ ist. Marie hingegen iiberlegt sich ausgehend von
der Matrizendarstellung in der obigen Gleichung, dass die beiden Darstel-
lungsmatrizen A und B in einem Verhiltnis zueinanderstdnden bzw. dass die
eine durch die andere dargestellt werden konne. Die Rahmungsdifferenz ma-
nifestiert sich wiederum in den verschiedenen Beweisansédtzen. Wéhrend
Marie ein konstruierendes Verfahren andeutet, kann in Tabeas AuBerungen
ein priifender Beweisansatz gelesen werden. Beide Rahmungsdifferenzen
bergen das Potenzial zur Herstellung von Verstdndigungsprozessen, die be-
zogen auf Beweiskonstruktionen neue Bedeutungen hervorbringen, die iiber
die Deutungsaktivitdten der Beteiligten hinausgehen. Aus interaktionistisch-
lerntheoretischer Sicht stellt die Hervorbringung solcher Verstandigungspro-
zesse die sozialen Bedingungen der Moglichkeit des Lernens dar (Krumm-
heuer, 1992). Die Rahmungsdifferenz im ersten Fall kann einen Aushand-
lungsprozess zur Erkldrung des typischen Verfahrens des Beweises einer
Mengengleichheit auslosen. Auch im zweiten Fall hat die Rahmungsdiffe-
renz das Potenzial, die Interaktion auf eine Metaebene zu heben, indem die
Unterschiedlichkeit von einem priifenden und einem konstruierenden Be-
weisverfahren thematisiert wird. Entscheidend fiir die Entfaltung des lern-
theoretischen Potenzials von Rahmungsdifferenzen sind die entsprechenden
Koordinierungs- bzw. Verstandigungsprozesse der Beteiligten. Diese sollen
in weiteren Analysen dahingehend untersucht werden, ob sie als Grundlage
zur Entwicklung von UnterstiitzungsmaBnahmen fiir kooperative Beweis-
prozesse dienen konnen.
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