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Bitte diskret behandeln: Nicht-kontinuierliche Aspekte der
angewandten Mathematik

Der geringe Stellenwert der diskreten Mathematik im deutschen Mathema-
tikunterricht wurde in den letzten Jahren an vielen Stellen thematisiert. Dabei
wird diskrete Mathematik als Sammelbegriff fiir verschiedenste Berechnun-
gen auf endlichen (oder abzéhlbar unendlichen) Mengen verwendet. Als ty-
pische Beispiele, die mit Schiilern umsetzbar sind, werden meist Aufgaben
aus der Kombinatorik oder der Graphentheorie verwendet.

Weniger beachtet werden die Ubergiéinge zwischen kontinuierlichen und dis-
kreten Problemstellungen sowie der Vergleich von diskreten und kontinuier-
lichen Modellen. Insbesondere aus der angewandten Mathematik auf For-
schungsebene, in der numerische Berechnungen von zentraler Bedeutung
sind, konnen viele realitdtsbezogene Unterrichtsideen gewonnen werden. Oft
ist in realen Anwendungen ein Wechsel zwischen den kontinuierlichen und
diskreten Modellen ebenso notwendig wie eine Beriicksichtigung von Dis-
kretisierungsaspekten bei der Modellbildung. Vor diesem Hintergrund kann
die fachdidaktische Diskussion um forschungsnahe Fragestellungen aus der
Praxis erweitert werden:

e Welche Arten der Diskretisierung gibt es? (zeitlich/raumlich)
e Welches Diskretisierungsnetz ist sinnvoll?
e Warum liegen Daten kontinuierlich oder diskret vor?

o Welche Unterschiede sind bei (der Bearbeitung von) kontinuierlichen und
diskreten Modellen zu beachten?

In diesem Beitrag soll das Verhéltnis von diskreter und kontinuierlicher Ma-
thematik sowie der Zwischenschritt der Diskretisierung aufgezeigt werden.
Bevor zwei ausgewdhlte Beispiele aus der Praxis vorgestellt werden, soll der
Blick in Richtung des derzeitigen Mathematikunterrichts gerichtet werden.

Stellenwert diskreter Berechnungen im Mathematikunterricht

Im Mathematikunterricht weit verbreitet, ist die Einfiihrung des Ableitungs-
begriffs tiber den Differenzenquotienten, welche nicht nur aufgrund der Aus-
bildung sinnvoller Grundvorstellungen an dieser Stelle keinesfalls in Frage
gestellt werden soll. Allerdings kann im weiteren Unterrichtsverlauf bei
SchiilerInnen der Eindruck entstehen, dass der Differenzenquotient nur ein
historisches Hilfsmittel ist, welches ohne aktuelle Bedeutung ist. Gestiitzt
wird diese Annahme u. a. durch eine Beobachtung von Von Hofe (1998,



S.262-263). Er hielt fest, dass bereits in einem Analysis-Grundkurs des
12. Jahrgangs erhebliche Defizite bei den Begriffen Differenzenquotient und
Differentialquotient sichtbar werden, wenngleich die Bestimmung diverser
Ableitungsfunktionen kein Problem darstellt.

Im Rahmen numerischer Berechnungen ist jedoch oft das Gegenteil der Fall:
Kontinuierliche mathematische Modelle werden diskretisiert, um sie fiir
Computerberechnungen zugénglich zu machen. So werden Ableitungen Z—z

UL o setzt (vgl. Sonar, 2001, S. 23).

oft durch Differenzenquotienten .

Diskrete Modelle haben haufig den Vorteil effizienterer Berechnungsmaog-
lichkeiten. Viele kontinuierliche Problemstellungen verfiigen iiber eine der-
artige Komplexitét, dass sie ohne Riickgriff auf vereinfachte, diskrete Mo-
delle praktisch unlésbar sind. Diskrete Nédherungen reduzieren allerdings die
Genauigkeit im Ergebnis durch zusétzliche Diskretisierungsfehler.

Im Sinne eines realistischen Bildes der Bedeutung von Differenzen- und Dif-
ferentialqoutient pladiere ich fiir eine Thematisierung des Differenzenquoti-
enten in Kontexten, die (mit Schulmathematik) analytisch nicht 16sbar sind.
So bieten sich Modelle mit Funktionen an, deren Ableitung fiir Schiilerlnnen
nicht bekannt sind, wohl aber mit Hilfe des Differenzenquotieten iiber Ta-
bellenkalkulationsprogramme oder numerische Taschenrechner bestimmt
werden konnen.

Stets mit bedacht werden sollte, dass numerische Berechnungen auf dem
Computer aufgrund technischer Gegebenheiten immer nur diskret durchge-
fithrt werden konnen. Durch den verstirkten Einsatz von CAS, die auf Schul-
niveau symbolisches Rechnen ermdglichen, kann der Eindruck entstehen,
dass symbolische Umformungen bedeutsamer sind als numerische Berech-
nungen. Dass die meisten Probleme der angewandten Mathematik numerisch
und damit diskret gelost werden, sollte SchiilerInnen nicht vorenthalten wer-
den.

Kontinuierliche Analysis als Hilfsmittel bei diskreten Problemen

Durch immer hochauflésendere Bild- und Video-Systeme geniigt die Auflo-
sung élterer Dateien nicht mehr den heutigen Standards. Wéhrend alte Vi-
deoaufnahmen auf VHS-Kassetten eine Auflosung von 768x576px haben,
sind heutige UHD-Fernseher in der Lage 3800x2160px darzustellen. Damit
alte Aufnahmen angemessen angezeigt werden kdnnen, sind Interpolationen
notwendig.

Ausgangspunkt ist ein einzelnes Bild. Die Helligkeitswerte jedes einzelnen
Pixels werden in einer Matrix abgespeichert. Ziel ist eine hhere Auflosung
des Bildes. Diese diskreten Ausgangswerte sollen interpoliert werden,



sodass eine kontinuierliche Darstellung in Form einer Vektorgrafik erstellt
werden kann. Bei der Darstellung als Vektorgrafik werden anstelle von Bild-
punkten Bildlinien z.B. in Form von Strecken, Kreisen oder Splines gespei-
chert. Eine technische Mdglichkeit hierzu ist die Funktion ,,Bitmap nach-
zeichnen...* des kostenfreien Programms Inkscape (siche Abb.). An diesem
Beispiel sind Ungenauigkeiten zu sehen, die bei der Uberfiihrung von dis-
kreten Daten in ein kontinuierliches Modell entstehen. Um das vergroB3erte
Bild anschlieBend wieder auf einem Bildschirm darzustellen, muss die kon-
tinuierliche Darstellung wieder in Helligkeitswerte fiir die konkreten Pixel
des Bildschirms iibersetzt werden, sodass diskretisiert wird.
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Diskretisierungsfehler bei Stromzéihlern und Beschleunigungssensoren

Eine zeitliche Diskretisierung ist in der Praxis oft unumgénglich, da Mess-
daten immer nur zu einzelnen Zeitpunkten aufgenommen werden konnen.
Eine zentrale Herausforderung ist die Bestimmung des Messintervalls.

Ein Beispiel aus der aktuellen Forschung ist die Festlegung der zeitlichen
Auflosung von Messwerten im Kontext von intelligenten Stromzihlern. Ziel
ist eine zeitnahe Riickmeldung des Energieverbrauchs sowie eine Anzeige
der tatsidchlichen Nutzungszeit. Stromversoger sollen anhand der Daten Ta-
rife entwickeln, die eine Steuerung des Energieverbrauchs ermoglichen, um
einen Beitrag zur Energiewende zu leisten. Einerseits sollen belastbare Da-
ten entstehen, die eine genaue Abrechnung ermdglichen. Andererseits sollen
nur so wenige Messungen wie moglich durchgefithrt werden, um die anfal-
lenden Daten zu reduzieren, die iiber das Mobilfunknetz an die Stromanbie-
ter iibermittelt werden miissen. Schlielich entstehen bereits bei einer Mes-
sung alle 15 Minuten ca. 35.000 Messpunkte pro Stromzéhler im Jahr, die
gespeichert, iibermittelt und vor Manipulation gesichert werden miissen.

Um die zeitliche Auflésung von Messwerten mit SchiilerInnen zu themati-
sieren, schlage ich die Auswertung eigener Messreihen vor: Mittels der App
Phyphox kénnen die Rohdaten des Beschleunigungssensors wiahrend einer
Bewegung mit einer einstellbaren zeitlichen Auflosung gemessen, exportiert
und in GeoGebra importiert werden. Die Integration der Beschleunigung a
iiber die Zeit ¢ liefert die Geschwindigkeit v (v(t) = [ a(t)dt), sodass die



Flachenbilanz der Messwerte dem Geschwindigkeitsunterschied des Handys
zwischen Anfang und Ende der Messung entspricht. Zu welchem Ergebnis
kommt man, wenn lediglich die Hélfte (ein Viertel, ein Sechszehntel) der
Messwerte zu Verfiigung stehen? Gibt es Bewegungsformen, die eine hdhere
oder niedrigere Aufldsung benétigen? Diese Fragen konnen praktisch erkun-
det werden. Diese Fragestellungen stammen iibrigens direkt aus der Praxis:
Digitale Messgerite ermitteln i.d.R. ebenfalls die Beschleunigung und nicht
die Geschwindigkeit, da nur erstere unmittelbar auf Sensoren wirkende
Kréfte verursacht. So ergibt sich die Notwendigkeit der numerischen Integra-
tion direkt aus dem Sachzusammenhang, da keine Funktionsvorschrift zur
Verfiigung steht, deren Stammfunktion berechnet werden kann.
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Zur Einordnung

Nicht nur im Fall der Diskretisierung kdnnen aus der angewandten Mathe-
matik Impulse gewonnen werden, die sich zur Umsetzung in schulnahen
Kontexten eignen. Eine Auseinandersetzung mit hochschulmathematischen
Fragestellungen kann nicht nur in Form von aufer-curricularen Angeboten
zur Vervollstindigung des Mathematikbildes beitragen. Die Ausfiihrungen
dieses Beitrags sind Teil eines Dissertationsprojekts zu den zentralen Ideen
der numerischen Mathematik. Neben Diskretisierung werden dort Genauig-
keit, Iteration und Effizienz zu den zentralen Ideen der Numerik gezéhlt.
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