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Approximation als Fundamentale Idee der Reellen Analysis

Bei diesem Tagungsbeitrag handelt es sich um die Vorstellung meines Dis-
sertationsprojekts, das sich bereits in der fortgeschrittenen Phase befindet.

Im Rahmen der Dissertation wird geklért, ob die Approximation eine Fun-
damentale Idee darstellt und inwiefern sich auf Approximation basierende
Unterrichtskonzepte erstellen und gewinnbringend einsetzen lassen.

Fundamentale Ideen Allgemein

Zu Beginn wird der Begriff der Fundamentalen Idee definiert bzw. erklart.
Es werden dabei Werke zu Fundamentalen Ideen aus verschiedenen Jahren
analysiert und miteinander verglichen. Dariiber hinaus wird auch der Bezug
zu Lokalen Ideen und Globalen Ideen, die in ihrer Bedeutung den Funda-
mentalen Ideen dhnlich sind, hergestellt. Der Einsatz der Fundamentalen
Ideen wird aus fachdidaktischer Sicht vorerst theoretisch beleuchtet und an-
schliefend durch die Anfithrung einzelner Beispiele untermauert.

Zusammenfassend wurden folgende Punkte im Laufe des Dissertationsvor-
habens eruiert:

Fiir viele Schiilerinnen und Schiiler ist die Mathematik oft schwer begreifbar.
Mit Hilfe eines auf Fundamentalen Ideen basierenden Unterrichtskonzepts
kann auf die Alltagserfahrungen der Lernenden eingegangen werden, da die
Ideen einen so genannten ,,Archetypen® menschlichen Denkens darstellen
sollen. Diese Ankniipfung an alltdgliche Vorgidnge kann einerseits sinnstif-
tend und andererseits verstindnisfordernd wirken.

Die Schiilerinnen und Schiiler begreifen, dass die Mathematik keine starre
Wissenschaft ist, sondern sich im Laufe der Zeit dynamisch entwickelt hat,
denn anhand Fundamentaler Ideen ist die historische Progression der Mathe-
matik aufzeigbar. Auch diese Tatsache hat eine sinnstiftende Wirkung auf
die Lernenden ist im Wesentlichen auch fiir deren intrinsische Motivation
mit verantwortlich.

Bereits bei der Erstellung der Curricula sollen Fundamentale Ideen als kon-
zeptionelles Mittel Anwendung finden, damit in die Lehrpléne es auch er-
mdglichen, entsprechende Ideen in den Unterricht einzubauen. Die didakti-
schen Ziele dieser neuen Curricula sollen in erster Linie durch Fachdidakti-
kerinnen und —didaktiker ausgearbeitet werden, da diese am ehesten Zielset-
zungen des Konzepts sowie deren Auswirkungen auf die potentielle Unter-
richtsgestaltung beurteilen kdnnen.



Des Weiteren stellen Fundamentale Ideen die Moglichkeit zur Verfigung,
verschiedene Bereiche, wie etwa die Inhalte, die Handlungen und die Genese
zu vernetzen. Diese Vernetzung gilt auch fiir die verschiedenen Inhaltsberei-
che untereinander. Es soll auf die Grundvorstellungen der Schiilerinnen und
Schiiler eingegangen werden, wobei auch deren Personlichkeit beriicksich-
tigt werden soll. Durch derartige Vernetzungen konnen Motivation und Ver-
stindnis verbessert werden.

Es ist aus padagogischer Sicht nach Jerome S. Bruner wichtig, dass man Kin-
dern den Stoff immer ihrer aktuellen Entwicklungsstufe entsprechend bei-
bringt. Daher ist es wichtig, dass die Fundamentalen Ideen sich auf allen Ni-
veaus gewinnbringend einsetzen lassen. Dieses so genannte Spiralprinzip
lasst sich mit Hilfe eines auf Fundamentalen Ideen basierenden Unterrichts-
konzepts umsetzen.

Approximation als Fundamentale Idee:

Des Weiteren wird nach einer kurzen Beschreibung des Begriffs ,,Approxi-
mation® gekldrt, warum die Approximation eine Fundamentale Idee dar-
stellt. Dazu werden sédmtliche Kriterien nach Bruner nachgepriift. Der Be-
griff wird auch grundlegend aus fachdidaktischer Sicht beleuchtet. In jedem
Bereich des Lehrplans werden Anwendungen des Aspektes der Approxima-
tion gesucht und detailliert anhand von verschiedenen Beispielen dargelegt.
Nicht nur im Bereich der Analysis, der den Fokus dieser Arbeit darstellt,
sondern auch in den Bereichen der Stochastik, der Zahlen und Maf3e sowie
der Algebra und Geometrie. Dariiber hinaus wurden auch Anwendungen des
Approximationsaspektes in der Primarstufe und in der Sekundarstufe I dis-
kutiert.

Bisher wurden folgende Aspekte herausgefunden bzw. zusammengetragen:

Bereits in der Primarstufe kommen Approximationsprozesse etwa bei Run-
dungsprozessen und beim Uberschlagsrechnen vor. In der Sekundarstufe I
kommen zusitzlich zu den weiter vertieften Rundungsprozessen noch di-
verse Naherungsverfahren, wie etwa das Heron-Verfahren oder das Inter-
vallschachtelungsverfahren vor, bei denen Approximationsprozesse eine
entscheidende Rolle spielen. In der Sekundarstufe II wurde die Idee der Ap-
proximation in verschiedenen Inhaltsbereichen des Kompetenzmodells Ma-
thematik fiir die Berufsbildenden Hoheren Schulen (BHS) gesucht: Im Be-
reich ,,Zahlen und MaBle wurden dafiir wiederum Rundungsprozesse als re-
levant herausgefunden, da diese auch in manchen Aufgaben fiir die SRDP
(Standardisierte Reife- und Diplompriifung) vorkommen. Im Bereich ,,Al-
gebra und Geometrie* kommt beispielsweise die Fehlerrechnung in den Ho-
heren Technischen Lehranstalten (BHS) vor, jedoch auch allgemein fiir alle



Schultypen lassen sich etwa diverse Formelherleitungen wie etwa die Ku-
geloberflache iiber infinitesimale Pyramiden finden, die den Approximati-
onsaspekt fiir das Verstdndnis erfordern. In der Stochastik lassen sich einige
Beispiele fiir die Relevanz der Approximation finden, wie etwa das Gesetz
der groflen Zahlen oder die Approximation der Binomialverteilung durch die
Normalverteilung. Auf den Bereich der Analysis bzw. funktionalen Abhén-
gigkeiten wird in meinem Dissertationsprojekt der Schwerpunkt gelegt. So
werden beispielsweise verschiedene Herangehensweisen an das Grenzwert-
problem sowohl fiir Folgen als auch fiir Funktionen diskutiert. Klarerweise
steht auch der Ubergang vom Differenzen- zum Differentialquotienten in
klarem Bezug zum Approximationsaspekt. Dartiber hinaus werden die Be-
griffe der Stetigkeit und der Differenzierbarkeit unter dem Licht des Appro-
ximationsaspekts beschrieben. Auch Naherungen wie etwa durch die Taylor-
oder Fourierreihenentwicklung werden im Rahmen dieser Arbeit beleuchtet.

Approximation in der Fachmathematik:

Dariiber hinaus wird die Approximation aus Sicht der Mathematik darge-
stellt. Es werden wichtige Begriffe definiert sowie Anwendungen in der
Analysis, der numerischen Mathematik, der Geometrie und der Stochastik
behandelt. Dieses Kapitel befindet sich erst in der Entstehungsphase.

In der Analysis werden voraussichtlich im Bereich der elementaren Zahlen-
theorie der Dirichletsche Approximationssatz, der Satz von Hurwitz, der Ap-
proximationssatz von Kronecker, der Approximationssatz von Liouville, der
Approximationssatz filir p-adische Zahlen sowie der Satz von Taylor behan-
delt. Dariiber hinaus wird der Approximationsaspekt bei der Konvergenz
von Folgen und Reihen sowie bei der Definition von Stetigkeit und Diffe-
renzierbarkeit beleuchtet. Insbesondere soll auch in diesem Kontext der
schulrelevante Ubergang vom Differenzenquotient zum Differentialquotien-
ten behandelt werden.

Empirischer Teil: Approximation im Schulunterricht der Analysis:

Der letzte Abschnitt dieser Dissertation beschéftigt sich mit der Evaluation
einerseits einer Umsetzung der Fundamentalen Idee der ,,Approximation“ im
Schulunterricht der Analysis sowie andererseits mit der Frage, ob in der Pra-
xis Schiilerinnen und Schiiler von der Orientierung an der Fundamentalen
Idee profitieren konnen. Es wird ein Unterrichtskonzept fiir den Analysisun-
terricht in der Oberstufe (Sekundarstufe IT) der Allgemeinbildenden Hoheren
Schule (AHS) entworfen, das auf der Fundamentalen Idee der Approxima-
tion basiert. Dafiir werden sowohl langfristige Planungen als auch detail-
lierte Stundenbilder erstellt und erklért. Insgesamt umfasst die Planung in
etwa 25 Unterrichtseinheiten. Daraus werden drei Unterrichtseinheiten



(d.h. ca. drei Unterrichtstunden) in einer 7. Klasse (11. Schulstufe) abgehal-
ten und in Form einer qualitativ-empirischen Studie ausgewertet. Mittels ei-
nes Vor- und Nachtests sowie durch Einzelinterviews aller an der Studie teil-
nehmenden Schiilerinnen und Schiiler soll festgestellt werden, ob das Kon-
zept der Approximation gewinnbringend eingesetzt werden kann.

Im Konkreten handelt es sich hierbei nach derzeitigem Plan um drei Unter-
richtseinheiten zur Einfithrung der Differentialrechnung. In der ersten Ein-
heit erfolgt, ausgehend vom Differenzenquotienten, die Einfiihrung des Dif-
ferentialquotienten. Die zweite Einheit umfasst eine Ubungsstunde zur Be-
rechnung der Werte fiir Differentialquotienten. Die dritte Einheit beschéftigt
sich schlieflich mit dem Aspekt der linearen Approximation. In allen drei
Einheiten soll zur Visualisierung der Begriffsbildungsprozesse der Compu-
ter mit der Software GeoGebra zum Einsatz kommen.
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