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Erkundungen um den Satz des Ptoleméus

Motivation

Der Satz des Ptolemaius ist ein Satz der Elemen-

targeometrie, der folgenden Zusammenhang

zwischen den Diagonalen und Seiten eines Seh-

nenvierecks beschreibt: In einem Sehnenviereck A

mit Seitenldngen a, b, ¢, d und Diagonalenlin- ‘ /o]
geneund f giltstetsa-c+b-d =e- f (Abb. \V,

1. B Abb. 1

Abbildung 2 zeigt den wohlbekannten Beweis des Satzes nach Ptoleméus
(sieche Talliaferro S. 16), welcher die Aussagen des Umfangswinkelsatzes
und die Streckenverhéltnistreue bei dhnlichen Dreiecken verwendet:

Dabei sei £ ein Punkt auf der Diagonalen BD
so, dass BAC = EAD. Aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke AED und ABC beziehungsweise DAC
und EAB folgt b-d=-e-|DE| sowie
a-c=e-|EB|. Da |DE|+ |EB|=f folgt,
dassa-c+b-d=e-f.

Abb. 2

Bei diesem Beweis ist die Wahl des Punktes E ausschlaggebend. Die dadurch
entstandene und in der Schule oft als ,,Hilfslinie” genannte Strecke AE ver-
kompliziert auf den ersten Blick die urspriingliche Abbildung, erweist sich
aber als entscheidend fiir die darauf folgende Beweisfiihrung. Zeigt man die-
sen Beweis den Schiilern und Schiilerinnen im Geometrieunterricht, wird
man mit verzweifelt fragenden Blicken konfrontiert: ,,Warum gerade so?
Wie kann man wissen, wo diese Linie(n) zu ziehen ist (sind)? Wie kommt
man auf eine solche raffinierte Idee? Gibt es eine Methode fiir das Auffinden
der richtigen Hilfslinie(n)?** Ehrliche Lehrkréfte geben zu, dass bei der Iden-
tifizierung der richtigen Hilfslinie beziehungsweise richtigen Hilfskonstruk-
tion neben Erfahrung auch die Intuition eine wichtige Rolle spielt; eine Me-
thode, die sicher zu einem Beweis fiihrt, gibt es leider nicht. Andere Lehr-
personen dagegen, insbesondere diejenigen die am Anfang ihrer Berufslauf-
bahn stehen, versuchen den Beweis in allen Einzelheiten noch einmal zu er-
kldren oder verweisen darauf, dass durch diese geeignete Wahl des Punktes
E am Ende sich alles vereinfacht und so schén zusammensetzt. Obwohl viele
Schiiler und Schiilerinnen den Beweis des Satzes des Ptoleméus problemlos
nachvollziehen und anschlieBend den Satz als Werkzeug bei weiteren



Aufgaben einsetzen konnen, bleibt bei einigen ein unwohles Gefiihl zuriick:
Das néichste Problem, wo man wieder einen Trick verwenden muss, kommt
bestimmt. Diese ,,Besorgnis®, die auch manchen Fachleuten nicht fremd ist,
nehmen einige Schiiler und Schiilerinnen als Herausforderung an, andere da-
gegen werden davon geldhmt.

Im Folgenden widmen wir uns der Frage, was konnten Lehrkréfte tun, damit
die Schiiler und Schiilerinnen den vorliegenden Satz und seinen Beweis nicht
nur akzeptieren, sondern auch bereit sind sich damit als Gegenstand ihrer
Untersuchungen auseinanderzusetzen. Eine Moglichkeit wire, den Satz als
Ubungsaufgabe fiir die Anwendung des Kosinussatzes (siehe Lee, Sillitto)
zu stellen. Im Rahmen einer Facharbeit, deren Thema ,,Inversion am Kreis®,
,Komplexe Zahlen“ oder ,FuBpunktdreieck” (dazu sieche Coxeter &
Greitzer) ist, lieBe sich der Satz auch behandeln. Unser aktuelles Anliegen
ist, den Satz des Ptoleméus als ,,Flichensatz* aufzufassen und entsprechende
Beweise dazu zu finden. Dieser Ansatz ist doppelt motiviert: Einerseits
mochten wir an das ankniipfen, was im Rahmen der Flachenlehre vorher im
Geometrieunterricht behandelt wurde (z. B. Zerlegungs- und Ergdnzungs-
gleichheit, Satzgruppe des Pythagoras). Andererseits ist der Satz von Ptole-
mius in der Ubersetzung von Taliaferro (siehe Taliaferro S. 16) urspriinglich
als Flachensatz formuliert, wenn auch der Beweis (siche Abb. 2) die Eukli-
dische Proportionenlehre dafiir verwendet. Merkwiirdigerweise wird dieser
Aspekt des Satzes bei den meisten in der Literatur vorhandenen Beweisen
unterschlagen. Dort stehen die Seiten- und Diagonalenlédngen im Vorder-
grund, eine Verbindung zu entsprechenden Flidcheninhalten wird aber nicht
vollzogen. Des Weiteren stellen wir uns die Frage, um welche Flacheninhalte
es beim Satz des Ptoleméus geht und versuchen eine Antwort darauf zu ge-
ben (siehe auch Vargyas & Weiss-Pidstrygach).

Um welche Flichen geht es beim Satz des Ptolemius?

Um diese Frage zu beantworten, schauen wir uns die heutzutage iibliche For-
mulierung des Satzes an: In einem Sehnenviereck mit Seitenlédngen a, b, ¢, d
und Diagonalenlidngen e und f gilt stets a-c+ b-d = e - f. Interpretiert
man in dieser Gleichung vorkommende Produkte geometrisch als Flachen-
inhalte entsprechender Rechtecke, so lautet die Umformulierung des Satzes:



In einem Sehnenviereck ist die Summe der
Rechtecke iiber den gegentiberliegenden Seiten
des Vierecks gleich dem Rechteck iiber den Di-
agonalen (siche Abb. 3). Wie man Abbildung 3
entnehmen kann, sind die Rechtecke iliber den
Seiten schnell gefunden, das Rechteck iiber den
Diagonalen ist aber nicht so einfach (sinnvoll
beziiglich eines Flachenbeweises) zu konstruie-
ren. Abb. 3

Fiir die weiteren Untersuchungen fithren wir
folgenden Hilfssatz ein: Konstruiert man auf die
Seiten AD und DC eines Sehnenvierecks ABCD
die Rechtecke ADEF und DCPQ so, dass
|AB| = |CP|und |BC| = |DE|, dannist |[AC| =
|[EQ| und BDL EQ (siche Abb. 4).

Abbildung 5 zeigt einen Beweis zum Satz des
Ptolemdus mittels Flacheninhalte. Die Zeich-
nung ldsst verschiedene Losungswege zu. Die
verchrte Leserschaft ist eingeladen, diese dem
nebenstehenden Bild zu entnehmen.

Eine weitere interessante Fragestellung wire,
um welche Art von Flachengleichheit es an die-
ser Stelle geht: Zerlegungs- bzw. Ergéinzungs-
gleichheit?

Abb. 5

Der zweite Beweis mittels Flacheninhalte ist in Anlehnung an den Beweis
des Satzes des Pythagoras nach Euklid (siche Thaer S. 32) entstanden. Das
Bild links zeigt den Beweis des Satzes des Pythagoras nach Euklid (Buch I,
Satz § 47), das rechte Bild das Analogon des Satzes des Ptolemius. Wie man
auf Abbildung 6b erkennen kann, dieser Beweis ist keineswegs einfach. Da-
bei treten zwei Probleme auf: Einerseits sind die Dreiecke ABC und ADC
nicht rechtwinklig, auf der anderen Seite geht es hier nicht mehr um die F1&-
chengleichheit gewisser Quadrate, sondern um die Flichengleichheit ent-
sprechender Rechtecke. Der Beweis ist nicht fiir den normalen Unterricht
gedacht, vielmehr fiir mathematisch wissbegierige Lernende, die auf die



Satze der Elementargeometrie nicht nur als einzelne Bausteine schauen, son-
dern auch an den Zusammenhéngen dazwischen (Gemeinsamkeiten und Un-
terschieden) interessiert sind. Fiir den ausfiihrlichen Beweis siche
https://www.didaktik.mathematik.uni-mainz.de/vargyas

Abb. 6a

Der folgende Beweis im Sinne von
Flachengleichheiten ist als ,,Zufalls-
produkt® aus der Beschiftigung mit
dem vorherigen Beweis entstanden.
Dabei ist die Kongruenz der Paralle-
logramme ABQ3;Q, und CBP;P,
entscheidend. Dieser Beweis fiihrt
anschlieend zu einer Verallgemei-
nerung des Satzes des Ptoleméus bei
der anstatt Rechtecke Paralle-
logramme mit gleich groflen
Winkeln betrachtet werden.

Abb. 7
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