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Begriffsbildungsprozesse beim Argumentieren im Kontext
anschaulich dargestellter struktureller Zahleigenschaften

Mathematik als Wissenschaft der Muster und Strukturen wird konstituiert
durch allgemeingiiltige Beziehungen und Zusammenhéinge. Dies macht es
notwendig, das Verallgemeinern und Argumentieren als wesentliche Aktivi-
taten des Mathematiktreibens in der Grundschule zu untersuchen.

Argumentieren als Lernziel und Lernvoraussetzung

Argumentieren ist als prozessbezogene Kompetenz (KMK 2005, S. 8) ein
zentrales Lernziel im Mathematikunterricht. Kinder sollen dabei in eine Ar-
gumentationskultur eingefithrt werden, die die mathematikspezifischen Cha-
rakteristika beriicksichtigt. Argumentieren ist aber nicht nur Lernziel, son-
dern auch eine zentrale Lernvoraussetzung beim Mathematiklernen.

Miller (1986) unterscheidet zwei (fiir die Grundschule relevante) Arten von
Wissen: fundamentales und relatives Wissen. Unter fundamentalem Wissen
wird der Erwerb grundlegender theoretischer Pramissen eines Wissenssys-
tem verstanden (S. 140). Im Mathematikunterricht entspricht dies dem Ver-
stindnis grundlegender mathematischer Begriffe. Lernen geschieht dabei
durch Reorganisation von vorhandenem Wissen, indem es durch unter-
schiedliche Perspektiven angereichert und umstrukturiert wird. Kinder kon-
nen diese Perspektiven (noch) nicht selbststindig einnehmen und bendtigen
daher den sozialen Diskurs in Form von Argumentationen. Argumentieren
ist demnach eine Ermoglichungsbedingung fundamentalen mathematischen
Wissens. Da relatives Wissen nur auf Basis fundamentalen Wissens erworben
werden kann (ebd., S. 138ff.), ist Argumentieren implizit auch Ermogli-
chungsbedingung von anwendungsbezogenem Wissen.

Zur Notwendigkeit von Veranschaulichungen beim Argumentieren

Argumentationen sind grundlegend fiir den mathematischen Wissenserwerb.
Mathematisches Wissen ist von besonderer Natur: Es ist nicht unmittelbar
empirisch fassbar, sondern abstrakt und benétigt eine geeignete Veranschau-
lichung, um dem Denken zugénglich gemacht zu werden (Otte 1983, S. 190).
Diese darf aber nicht mit dem mathematischen Inhalt gleichgesetzt werden
(Duval 2000). Vielmehr ist es notwendig, die Veranschaulichung vor dem
entsprechenden mathematischen Hintergrund zu deuten. Veranschaulichun-
gen zur Représentation mathematischen Wissens sind somit zur Gestaltung
mathematischer Lernprozesse notwendig und kdnnen auch dazu dienen



Argumentationen zu initiieren, anzureichern oder als Argumentationsmittel
den Prozess sprachlich oder epistemologisch zu unterstiitzen.

Begriffsbildung im Kontext der Paritiiten

Vor diesem Hintergrund steht die Deutung und Nutzung von Veranschauli-
chungen innerhalb kindlicher Argumentationsprozesse im Fokus des vorlie-
genden Forschungsprojekts (zum Forschungsdesign vgl. Welsing 2018). Es
wird den Fragen nachgegangen, welche epistemologische Bedeutung An-
schauungsmittel im Argumentationsprozess einnehmen. Wie Kinder (allge-
meingiiltige) arithmetische Strukturen in Veranschaulichungen hineindeuten
und wie sich die begrifflichen Deutungen hierdurch entwickeln. Auf Grund-
lage bisheriger Forschungsergebnisse sowie durch Analysen des im For-
schungsprojekt erhobenen Datenmaterials wurde ein theoretisches Konstrukt
entwickelt, das zur Datenauswertung und zur Beantwortung der Forschungs-
fragen genutzt wird (vgl. Abb.1). Zur Analyse der epistemologischen Bedeu-
tung des Anschauungsmittels wird das epistemologische Dreieck (Steinbring
2005) herangezogen. Die Ausdifferenzierung der Deutungen der Strukturen
in Punktmustern basiert auf der Spanne der visuellen Strukturierungsféhig-
keit (Sobbeke 2005). Die Begrifflichen Facetten auf einer Auseinanderset-
zung mit dem mathematischen Begriff der Paritdten.

Epi logische Bed. g des Ansch ittels im Arg ionsprozess
Referenzkontext Zeichen / Symbol
Arithmetische Geometrische Arithmetische Geometrische
Ausprdgun; Ausprdgun Auspragun; Ausprdgun,
D, der Strukturen in Punk n
konkret dingliche Deutungen partielle Strukturen umfangreiche Strukturen
- Punktmuster als konkrete Zahldar- | - Nutzung elementarer Strukturen | - komplexe Strukturen
stellung innerhalb einer Zahl/Darstellung | - (begriindete) allgemeingiiltige
- Faktenwissen - elementare Beziehung(en) zwi- Aussagen
- phanomenologische Erscheinungs- schen Zahlen/Darstellungen
merkmale
Begriffliche Deutung — Facetten des h ischen Begriffs (Beispiel: Paritiiten)
ordinale Anordnung Differenz Teilbarkeit mit und Zerlegung der Ursprungs-
ohne Rest zahl in Teilkomp t
- der Zahlen innerhalb der | - zwischen Zahlen glei- - ohne Ermittlung des unter Ausnutzung:
Zahlenfolge der natiirli- cher oder verschiedener Ergebnisses - der Summenregel
chen Zahlen Eigenschaft - operative Ermittlung - der Differenzregel
- Zahlenfolge der Zahlen des Ergebnisses - der Produktregel
gleicher Eigenschaften - der Teilbarkeitsregel

Abbildung 1

Gerade oder ungerade? - zwei Beispiele zu epistemologischen Merk-
malen von Argumentationen unter Nutzung von Anschauungsmitteln

Die bisherigen Auswertungen der videografierten und transkribierten Inter-
views lassen erste Charakteristika innerhalb kindlicher Argumentationspro-
zesse erkennen, die im Folgenden an zwei Beispielen illustriert werden.



Jona ermittelt die Punktanzahl 13 durch die Additionsaufgabe 5+5+3
Jona: Also sind das halt 13 und das ist eine ungerade Zahl, die ~ P6

kann man nicht durch 2 teilen, denn 10, 12, und dann ist die 13 @ @@@@@
OOLOG®

weg und dann kommt die 14 und so weiter, ja und deswegen ist @
das hier eine ungerade Zahl

Jona deutet die Veranschaulichung ,,P6* hinsichtlich der Paritét. Das fraglich
gemachte Zeichen ist eine geometrische Anordnung als Punktmuster und so-

mit geometrischer Ausprdigung. Er deu- 23333°°°
..sind das halt 13*

tet das Zeichen dabei als Zahldarstel-
lung und ermittelt, dass die ,,13* darge-
stellt ist. Sein Referenzkontext ist somit ~ Referenzkontext Zeichen/Svmbol

arithmetischer Ausprdgung. An dieser Stelle der Argumentation lésst sich
ein Wechsel der epistemologischen Bedeutung des Anschauungsmittels be-
obachten: Die Bedeutung der Veranschaulichung gerét in den Hintergrund
und es wird ein neues Zeichen — nun mit arithmetischer Ausprdagung — ge-

Paritit

eutet: die Paritit der Zal . . BEr DC- | ,kannman nicht durch 2
deutet: die Paritdt der Zahl ,,13“. Er b 13
griindet, dass ,,13* ungerade ist, vor dem ‘le(;'el"z “ i
Hintergrund eines arithmetischen Refe- L——

Referenzkontext Zeichen/Symbol

renzkontextes: eine ungerade Zahl ist
nicht durch 2 teilbar. Dies stiitzt Jona im Weiteren durch elementare arith-
metische Beziehungen zwischen Zahlen, ndmlich durch die Folge ,,10, 12,
14%. Da die ,,13* nicht in der Reihe vorkommt, wird diese als ungerade ge-
deutet. Es zeigt sich, dass er zur Deutung des arithmetisch geprigten Zei-
chens einen arithmetisch geprdgten Referenzkontext nutzt. Innerhalb dieser
Deutung nutzt er die ordinale Anordnung gerader Zahlen innerhalb der Zah-
lenfolge der natiirlichen Zahlen.

Helena: /nimmt P4] Das ist wieder wie das da [zeigt auf P1], da [zeigt auf die Liicke unter P4.8] ist
wieder einer zu wenig [schiebt P4 unter P1].

P4

ololelelclolc DOOOOOD
0/0/0/0/0/0/0/0) DOOOOG

Helena deutet die Veranschaulichung ,,P4“ als Zeichen geometrischer Aus-
prdgung hinsichtlich der Paritét. Hierfiir nutzt sie ein vorher gedeutetes
Punktmuster: ,,P1%“. Dieses hat sie zu-
vor als Zeichen mit geometrischer $33333%°| - 0L 3 A

Ausprdgung als ungerade gedeutet. Paritit
,,P 1 erhdlt nun eine neue epistemolo- * Zeichen/Symbol
gische Bedeutung im Argumentati- [»Wieder einer zu wenig
onsprozess. Es wird vom fraglichen  Referenzkontext

Zeichen zum neuen Referenzkontext, mit dem Helena das geometrisch ge-
prdgte Zeichen ,P4“ deutet. Dabei stellt sie eine elementare Beziehung
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zwischen den Darstellungen her. Diese bezieht sich auf ein gemeinsames ge-
ometrisch-phdnomenologisches Merkmal ,,wieder einer zu wenig®. Sie be-
achtet nicht, dass sich wesentliche Strukturmerkmale der beiden Punktmus-
ter unterscheiden. Das in der Argumentation fraglich gemachte Zeichen und
der Referenzkontext sind geometrischer Ausprdgung. Interessant ist, dass ein
vorher fraglich gemachtes Zeichen nun den Referenzkontext darstellt. Inner-
halb ihrer Deutung bezieht sie sich dabei auf ein geometrisch-phdnomenolo-
gisches Merkmal.

An den Beispielen zeigen sich zwei charakteristische Merkmale von Argu-
mentationsprozessen unter Nutzung von Anschauungsmitteln. Erstens: Das
Anschauungsmittel nimmt im Argumentationsprozess unterschiedliche Rol-
len ein. Zum einen sind die den Kindern vorgelegten Veranschaulichungen
zu deutende Zeichen. Zum anderen, kénnen Veranschaulichungen als indi-
vidueller Referenzkontext innerhalb der Argumentation herangezogen wer-
den und so als Argumentationsvoraussetzungen dienen. Zweitens: Veran-
schaulichungen mit geometrischer Ausprigung werden von Kindern unter-
schiedlich gedeutet. Einige Kinder deuten diese vor dem Hintergrund eines
geometrisch gepragten Referenzkontext, wie zum Beispiel Helena. Andere
Kinder, wie zum Beispiel Jona, deuten sie arithmetisch. Dies kann zur Folge
haben, dass das Anschauungsmittel seine direkte epistemologische Bedeu-
tung verliert und nur noch arithmetisch argumentiert wird. Inwiefern diese
charakteristischen Merkmale im Argumentationsprozess das begriffliche
Verstiandnis beeinflusst, wird in weiteren Analysen ausgearbeitet.
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