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BeGREIFEN des Integralbegriffs: Lernmaterialien zur
enaktiven Entwicklung von Grundvorstellungen

Verstidndnisorientierter Mathematikunterricht soll darauf abzielen, dass die
Lernenden mentale Bilder und tragfihige Vorstellungen — sogenannte
Grundvorstellungen — zu den erarbeiteten Begriffen aufbauen, um den fach-
lichen Aspekten inhaltliche Bedeutung zu geben. Der vorliegende Beitrag
fokussiert den Integralbegriff und stellt sich die Frage, wie dieses Ziel im
Bereich der Integralrechnung erreicht werden kann. Aus den vier Grundvor-
stellungen, die Greefrath et al. (2016) zum Integralbegriff postulieren, wer-
den exemplarisch die Flacheninhalts- und Kumulationsvorstellung heraus-
gegriffen. Zwei konkrete Lernmaterialien, die im Sinne der Montessori-Pé-
dagogik zur enaktiven Forderung dieser beiden Grundvorstellungen entwi-
ckelt wurden, werden vorgestellt.

Der Aufbau von Grundvorstellungen

,Die Grundidee beim Aufbau von Grundvorstellungen ist, dass konkrete
Handlungen an geeigneten Materialien zu gedanklichen Operationen umge-
baut werden* (Wartha & Schulz 2011, S.11). In der Primarstufe und der frii-
hen Sekundarstufe I gilt ein derartiges Vorgehen als gangige Praxis. Wartha
und Schulz (2011) empfehlen vor allem im Hinblick auf leistungsschwé-
chere Kinder, beim Aufbau von Grundvorstellungen in vier Schritten vorzu-
gehen:

1. Das Kind handelt am Material und versprachlicht die Handlung.
2. Das Kind beschreibt die Handlung mit Sicht auf das Material.

3. Das Kind beschreibt die Handlung ohne Sicht auf das Material.
4. Das Kind arbeitet auf symbolischer Ebene, iibt und automatisiert.

Die Mathematik der Sekundarstufe II wird hingegen selten mit konkreten
Materialien erarbeitet. Diese Gepflogenheit ist vermutlich vor allem auf zwei
Griinde zuriickzufiihren: Zum einen gestaltet es sich mit zunehmender Abs-
traktion immer schwieriger, die mathematischen Begriffe zu vergegenstind-
lichen, und zum anderen kann ein gewisses Abstraktionsvermogen bei Ler-
nenden dieser Altersstufe durchaus vorausgesetzt werden. Abstraktionsver-
mdgen bedeutet allerdings nicht zwangsldufig, dass die oben genannten Pha-
sen 1 bis 3 ginzlich iibersprungen werden miissen — es bedeutet vielmehr,
dass Jugendliche auf dieser Entwicklungsstufe prinzipiell in der Lage sind,
schneller von der gegenstindlichen auf die gedankliche Ebene iiberzugehen.

In der Unterrichtspraxis hat sich gezeigt, dass konkrete Lernmaterialien von
SchiilerInnen auch bzw. gerade im Bereich der Sekundarstufenmathematik



dankbar angenommen werden, da anschauliche Vorstellungen das Verstind-
nis erleichtern. Derartige Materialien kdnnen bei der Einfithrung eines ma-
thematischen Begriffs oder auch schon propddeutisch eingesetzt werden, um
einen Begriff frithzeitig vorzuentlasten. Hierzu jeweils ein Beispiel:

Beispiel 1: Die Kumulationsvorstellung vom bestimmten Integral

Die geometrische Veranschaulichung der Kumulationsvorstellung entspricht
dem ,,Integral als Grenzwert einer Summe von Rechtecksfldchen(inhalten),
wobei die Stufen dieser Treppenfiguren beim GrenzprozeB3 beliebig schmal
werden.” (Blum & Tdrner 1983, S. 163). Zur Anbahnung dieser Grundvor-
stellung wurde das propéddeutische Lernmaterial — in der Montessori-Pada-
gogik spricht man von Sinnesmaterial — der Metallenen Einsatzrahmen ent-
wickelt (Abb. 1).

Abb. 1: Lernmaterial zur enaktiven Forderung der Kumulationsvorstellung

Bereits ab der Primarstufe ermdglicht das Lernmaterial sensomotorische
Grunderfahrungen, die im Hinblick auf den Integralbegriff fundamental er-
scheinen. Ziel des Materials ist es, ein Parabelsegment durch vertikale
Rechteckstreifen gleicher Breite zu approximieren. Dazu stehen rote Me-
tallsegmente zur Verfiigung, die mithilfe eines kleinen Haltegriffs passgenau
in die Parabelrahmen eingesetzt werden konnen. Die Anzahl der Streifen
wird sukzessive erhoht und die jeweiligen Rahmen werden zum Vergleich
nebeneinandergelegt. Die Verschmailerung der Stufen kann durch Aufeinan-
derlegen der Metallstreifen erfasst, die zunechmend exaktere Exhaustion
durch Beobachten der weilen Hintergrundfldche visuell wahrgenommen
werden. Auf diesem Weg werden zwei wichtige Erkenntnisse fiir das Kind
greifbar: Je mehr Streifen man verwendet, desto schmaler werden die einzel-
nen Streifen und desto exakter wird das Parabelsegment approximiert. Diese
Vorstellung kann gedanklich bis zum Begriff des Unendlichen weiterge-
sponnen werden. Kumulieren wird in der Materialarbeit also zur enaktiven
Tétigkeit, wodurch die Definition vom Integral als Grenzwert einer Produkt-
summe vorentlastet wird.
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Beispiel 2: Die Flicheninhaltsvorstellung vom bestimmten Integral

Im Sinne der Flacheninhaltsvorstellung wird das bestimmte Integral als ori-
entierter Inhalt der Flache, die der Graph einer Funktion f in einem Intervall
[a;b] mit der x-Achse einschlielt, interpretiert. Ergebnisse empirischer Un-
tersuchungen weisen allerdings darauf hin, dass viele Lernende den Integral-
begriff unmittelbar mit dem Flacheninhalt identifizieren (vgl. z.B. Baumert
et al. 1999, S.80). Eine Moglichkeit, solchen Fehlvorstellungen entgegen zu
wirken und das bestimmte Integral als orientierten Flacheninhalt enaktiv zu
begreifen, bietet das Lernmaterial der Roten und Blauen Flichen. Das be-
stimmte Integral wird dabei mithilfe von hdlzernen Flachenstiicken darge-
stellt, die in einem Koordinatensystem zwischen einem gegebenen Graphen
und der x-Achse ausgelegt werden. Auf Funktionsterme und algebraische
Berechnungen wird zugunsten einer qualitativen und vorstellungsorientier-
ten Herangehensweise zunichst ginzlich verzichtet, weil das algorithmische
Procedere von der angestrebten Erkenntnis ablenken wiirde.
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Abb. 2: Das bestimmte Integral als orientierter Fldcheninhalt

Abbildung 2 illustriert die Materialarbeit zur Darstellung des bestimmten In-
tegrals f_73 f(x)dx exemplarisch anhand des punktsymmetrischen Graphen

einer Funktion f. Um den Integrationsbereich zu veranschaulichen, werden
zuerst verschiebbare Gummibénder als Integralgrenzen iiber den Koordina-
tenrahmen gespannt. Die entsprechenden Flachenstiicke werden sodann zwi-
schen dem Graphen und der x-Achse ausgelegt. Sie unterliegen einer konse-
quenten Farbkodierung, die die Orientierung des Fldcheninhalts zum Aus-
druck bringt: Flichen oberhalb der x-Achse sind rot und werden positiv ge-
zahlt, Flachen unterhalb der x-Achse sind blau und werden negativ gezéhlt.
Da die Lernenden die orientierten Inhalte der Flachen noch nicht selbstindig
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berechnen konnen, sind die jeweiligen Mal3zahlen auf den Flichenstiicken
angegeben. Durch Ablesen der Maf3zahlen kann der Wert des bestimmten
Integrals ermittelt und die zugehdrige Rechnung notiert werden.

Bei punktsymmetrischen Graphen kann das Vorzeichen des gesuchten
Integralwerts weiterhin durch Aufeinanderlegen der beiden Flachenstiicke
deutlich gemacht werden: Liegen die Farben rot und blau iibereinander, so
heben sie sich offensichtlich gegenseitig auf; die dann noch iiberstehende
Flache ist in diesem Beispiel blau, also ist der Wert des gesuchten Integrals

negativ. Der Spezialfall f_aa f(x)dx = 0, bei dem rote und blaue Flachen-

stiicke vollstindig zur Deckung kommen, liegt im Ubrigen ganz analog auf
der Hand.

Auch der Unterschied zwischen Integral und Flacheninhalt kann mit den Ro-
ten und Blauen Fldchen enaktiv erfasst werden. Wird nach dem Flachenin-
halt gefragt, den ein Funktionsgraph im entsprechenden Intervall mit der
x-Achse einschlief3t, so miissen blaue Fldchenstiicke in einem zweiten Hand-
lungsschritt gegebenenfalls in rote Flachenstiicke umgetauscht werden. For-
mal wird dieses Umtauschen an entsprechender Stelle durch den Betrag aus-
gedriickt.

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorgestellten Lernmaterialien bergen das Potenzial, die Entwicklung von
Grundvorstellungen zum bestimmten Integral zu fordern, indem wichtige
Facetten des Integralbegriffs vergegenstandlicht und in enaktive Handlungen
iibersetzt werden. Zukiinftige Forschungen sollen sich der Frage widmen,
inwieweit die intendierten Zielvorstellungen durch den Einsatz der Lernma-
terialien tatsidchlich realisiert werden konnen.
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