Franz EMBACHER, Wien

Von dreieckigen Pizzen — Anlésse zu Erfahrungen mit
mathematischem Arbeiten in 10 Stationen

Ausgehend von verschiedenen Moglichkeiten, eine dreieckige Pizza gerecht
(oder ungerecht) auf zwei Personen aufzuteilen, wird illustriert, wie unkon-
ventionelle Fragen aus der Dreiecksgeometrie Anldsse zu Erfahrungen mit
mathematischem Arbeiten stiften kdnnen.

Einleitung

Das bekannte Pizzatheorem fiir den Kreis (siche etwa Humenberger 2015)
findet ein Analogon in der Teilung einer dreieckigen gleichseitigen Pizza
durch die von einem beliebigen Punkt im Inneren der Pizza gezogenen Stre-
cken zu den Eckpunkten und die Normalen auf die Seiten, wobei die entste-
henden Stiicke abwechselnd zwei Personen zugeteilt werden. Dass dadurch
— unabhéngig von der Wahl des Anfangspunktes — jede Person stets die
Halfte der Pizzaflache und die Hélfte des Randes (der Kruste) bekommt, ist
mittels eines sehr schonen ,.Beweises ohne Worte* (Carter et. al. 1994;
de Villier 2012; Nicollier 2015, 2015b) unmittelbar einsichtig. Dieser Sach-
verhalt erdffnet einen Spaziergang durch 10 verwandte und verallgemeinerte
Pizza-Teilungs-Situationen,

o deren Fragestellungen leicht verstindlich sind,

¢ in deren Bearbeitung unterschiedliche mathematische Methoden — von
leicht bis anspruchsvoll — zum Einsatz kommen

¢ und die den Charakter der Mathematik als neugieriger Wissenschatft, die
ihre Fragestellungen (auch) aus sich selbst heraus gewinnt, illustrieren.

Die im Vortrag gezeigten GeoGebra-Dateien stehen unter Embacher (2019)
zur Verfligung.
1. Station

Bei der ersten Station handelt es sich um die bereits erwahnte (flichen- und
krustengerechte) Teilung einer gleichseitigen Dreieckpizza. Der Beweis be-
ndtigt lediglich drei Hilfslinien.

2. Station

Eine Fragestellung, der eine ,,unfaire” Teilung einer dreieckigen Pizza zu-
grunde liegt, verdeutlicht, dass es sehr niitzlich sei kann, extreme Konfigu-
rationen zu betrachten.



3. Station

Ein vergleichsweise komplexer (,,anndhernd fairer*) Teilungsmodus einer
gleichseitigen Dreieckpizza illustriert, wie man durch numerische Néhe-
rungsverfahren zu Ergebnissen gelangen kann, die ,,mit an Sicherheit gren-
zender Wahrscheinlichkeit® exakte Giiltigkeit beanspruchen konnen.

4. Station

Mit der vierten Station betreten wir wieder den in Station 1 anklingenden
Bereich der oft verbliiffenden Beziehungen der Dreiecksgeometrie. Die
Frage lautet hier: Wo muss der Anfangspunkt fiir die Teilung einer gleich-
seitigen Dreieckpizza durch Parallelen zu den Seiten liegen, damit die drei
entstehenden dreieckigen Stiicke die gleiche Gesamtflache besitzen wie die
drei viereckigen Stiicke? Das Problem wird geldst mit Mitteln der analyti-
schen Geometrie (auf einem im Mathematikunterricht der Oberstufe zur Ver-
fligung stehenden Niveau) — mit einer iiberraschenden Antwort.

5. Station

Die Fragestellung von Station 4 wird auf ein allgemeines Dreieck verallge-
meinert. Die Verallgemeinerung gelingt erstaunlich einfach, wenn benutzt
wird, dass ein gleichseitiges Dreieck durch geeignete geometrische Trans-
formationen, die Parallelitidt und Flachenverhiltnisse invariant lassen (eine
Scherung und eine Streckung/Stauchung), in ein Dreieck beliebiger Form
iibergefiihrt werden kann. Dabei tritt ein im Mathematikunterricht unbekann-
tes, aber leicht begreifliches geometrisches Objekt auf: die flichengrofite El-
lipse, die man einem Dreieck einschreiben kann (die Steinersche In-Ellipse).

6. Station

Die sechste Station wendet sich dem Problem der ,,Krustengleichheit™ bei
Teilung eines allgemeinen spitzwinkeligen Dreiecks nach der Methode ,,An-
fangspunkt - Strecken zu den Ecken und Normalen auf die Seiten* zu. Auch
hier lautet die Frage, wo der Anfangspunkt liegen muss. Nach elementarge-
ometrischen Argumenten, die zwei wohlbekannte Punkte des Dreiecks (Um-
kreismittelpunkt U und Inkreismittelpunkt I) als zuldssige Anfangspunkte
identifizieren, wird eine einfache Eigenschaft linearer Funktionen verwen-
det, um zu zeigen, dass jeder Punkt auf der Geraden durch U und I, der im
Inneren des Dreiecks liegt, das Gewiinschte leistet (siche Abbildung).



As

7. Station

Die Frage nach der ,,Krustengleichheit™ bei einer Teilung eines gleichseiti-
gen Dreiecks durch Parallelen zu den Seiten illustriert, dass numerische Be-
rechnungen (bzw. Messungen) manchmal zu Vermutungen fiihren, die da-
nach exakt bewiesen werden konnen. Sie verdeutlicht aulerdem, dass ma-
thematische Erkenntnisse auch darin bestehen konnen, dass etwas nicht
moglich ist (No-Go-Theoreme): Eine gleichseitige Dreieckspizza kann mit
der Methode ,,Anfangspunkt = Parallelen zu den Seiten = eine Person be-
kommt die dreieckigen Stiicke, die andere bekommt die viereckigen Stii-
cke® nicht so geteilt werden, dass beide Personen gleich viel von der Kruste
bekommen.

8. Station

Die Verallgemeinerung des No-Go-Theorems von Station 7 auf ein allge-
meines Dreieck unterstreicht die Niitzlichkeit von Abschétzungen in Form
von Ungleichungsketten in mathematischen Argumentationen.



9. Station

Eine iiber den Horizont des Mathematikunterrichts hinausgehende Fragestel-
lung ist das Problem der Flachengleichheit bei der Teilung eines allgemeinen
spitzwinkeligen Dreiecks mit der Methode ,,Anfangspunkt > Strecken zu
den Ecken und Normalen auf die Seiten®, also die Verallgemeinerung des
Flachenaspekts von Station 1. Auch hier mdchte man die mdglichen Orte des
Anfangspunktes, die zu einer flichengleichen Teilung fithren, wissen. Die
Fragestellung fiihrt auf einen in Expertenkreisen bekannten, mit einem all-
gemeinen Dreieck verbundenen Kegelschnitt, die Stammler-Hyperbel
(Embacher und Humenberger 2019).

10. Station

Die letzte Station schlieBlich behandelt die Teilung eines allgemeinen Drei-
ecks durch Ecktransversalen, die einander in einem inneren Punkt (dem An-
fangspunkt) schneiden. Wahrend die moglichen Orte des Anfangspunkts, die
zu Flachengleichheit fithren, leicht zu identifizieren sind, fiihrt die analoge
Frage fiir die Krustengleichheit auf eine algebraische Kurve, von der dem
Autor nicht bekannt ist, ob sie eine einfache geometrische Bedeutung besitzt.
Dies soll illustrieren, dass manche mathematischen Probleme (vorldufig) un-
gelost bleiben.
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