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Iterative Verfahren — Ein Schiilerarbeitsheft mit
symbolischem, ikonischem und enaktivem Lernmaterial

Bereits im 17. Jahrhundert erkannten Sir Isaac Newton und Joseph Raphson
die Bedeutung iterativer Verfahren fiir die approximative Bestimmung von
Nullstellen und zahlreiche weitere Probleme. Seitdem wurden zahlreiche ite-
rative Verfahren entwickelt, die im Zuge der Digitalisierung in der reinen
und angewandten Mathematik noch erheblich an Relevanz gewonnen haben.
Iterationsverfahren fiir nichtlineare Gleichungen sind fester Bestandteil aller
ingenieurwissenschaftlicher Studiengénge und insbesondere aus der nume-
rischen Mathematik nicht mehr wegzudenken. Auch Losungen nichtlinearer
Gleichungssysteme werden thematisiert und mit leistungsstarken Rechnern
binnen weniger Sekunden ndherungsweise ermittelt. Die angewandte Mathe-
matik ist dort auf Naherungsverfahren angewiesen, wo analytische Losungs-
verfahren nicht zur Verfiigung stehen oder an ihre Grenzen stofen. Sie be-
dient sich aus dem Fundus mathematischer Ideen, um die bestmdgliche Lo-
sung schrittweise anzunéhern.

Angewandte Mathematik mit Schulrelevanz?

In den KMK-Bildungsstandards Mathematik fiir die Allgemeine Hochschul-
reife (2012) finden sich unter der Leitidee ,,Algorithmus und Zahl* Ankniip-
fungspunkte fiir eine Behandlung iterativer Verfahren im Unterricht. Ob-
wohl der Nordrhein-Westfilische Kernlehrplan (2013) die Bildungsstan-
dards insofern spezifiziert, als er Iteration explizit als mdgliches Quer-
schnittsthema zur Vernetzung der verschiedenen Inhaltsfelder nennt (2013,
S. 17), so ist die Idee in den schulinternen Curricula nur selten umgesetzt
und wird kaum im Unterricht behandelt. Dagegen zeigt sich im Lehrplan des
Landes Sachsen (2014) die Option, numerische Verfahren zum Losen von
Gleichungen im Wahlpflichtbereich zu behandeln.

Einige Mathematikdidaktiker zéhlen Iteration und iterative Algorithmen zu
den fundamentalen Ideen der Mathematik (Klika 2003, S. 5, Schreiber 1979,
S. 167). Demnach spricht einiges dafiir, SchiilerInnen anhand des Themas
Iteration die zentrale Rolle der Mathematik als vernetzende Wissenschaft in
Beruf und Leben zu verdeutlichen. Das Thema Iteration bzw. iterative Ver-
fahren ermdglicht auBerdem eine facheriibergreifende Thematisierung mit
anderen Unterrichtsfichern wie Informatik, Biologie oder Wirtschaftswis-
senschaften, die allesamt in der Praxis auf derartige Anwendungsmdglich-
keiten der Mathematik angewiesen sind.



Konzept und Methodik

Die Lernenden bemiihen sich um Kennt-

nis, Verstindnis und die zielgerichtete [Schiilerarbeitsheft]
Anwendung der iterativen Verfahren zur i
Nullstellenbestimmung (Bisektion, New-
ton-Verfahren und Sekantenverfahren)
und werden dazu sensibilisiert, ein Null-
stellenproblem im Sachzusammenhang
angehen und interpretieren zu kdnnen.
Dabei ziehen sie begriindet das Verfahren
zu Hilfe, welches am besten geeignet und
im Kontext das Problem am besten zu 16-
sen vermag. Um dies zu erreichen, werden
zunéchst die Begriffe Iteration sowie Ap-
proximation eingefiihrt, um alle Lernen-
den auf einen gemeinsamen Kenntnis-
stand zu bringen und sie mit der benotig-
ten Fachsprache vertraut zu machen. Zu-
dem wird nicht nur ein iteratives Verfahren erldutert, sondern gleich drei
Verschiedene, um die Verfahren miteinander vergleichen zu kdnnen. Damit
erarbeiten sich die Lernenden Kenntnis tiber die Vor- und Nachteile des je-
weiligen Iterationsverfahrens. Schlielich konnen sie ihr Wissen in einem
eigenen Kapitel vertiefen und eigene Entscheidungskriterien fiir die Aus-
wahl eines geeigneten Verfahrens entwickeln. Alle drei Abschnitte — zur Bi-
sektion, Newton- und Sekantenverfahren — weisen ein eigenes Ubungsblatt
inklusive kommentierter Losungen auf, wobei die Ubungsaufgaben mog-
lichst alle fiinf prozessbezogenen Kompetenzen des Kernlehrplans NRW
(2013) ,,Argumentieren, , Kommunizieren“, ,,Anwenden®, ,Modellie-
ren* und ,,Werkzeuge nutzen* widerspiegeln sollen.

Iterative Nullstellenbestimmung:

symbolisch, ikonisch, enaktiv
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Abb. 1: Schiilerarbeitsheft

Die Methodik des Schiilerarbeitshefts mitsamt der Begleitmaterialien orien-
tiert sich an den von Jerome S. Bruner eingefiihrten Représentationsmodi
(1974, S. 49). Jedes der drei Verfahren wird im Heft symbolisch, ikonisch
sowie enaktiv dargestellt, sodass die SchiilerInnen die Moglichkeit haben,
zwischen verschiedenen Darstellungsformen zu wechseln. Die Lernenden
konnen sich diejenige Darstellungsweise auswiéhlen, die auf ihre Bediirfnisse



und Vorlieben am besten zugeschnitten ist. Dadurch ermdglicht das Lern-
heft, die Thematik einem grofen Schiilerkreis zugédnglich zu machen.

Enaktive Lernmaterialien — Zwei Beispiele

Der Grundaufbau der Abschnitte zu den Iterationsverfahren im Schiilerar-
beitsheft ist immer gleich: Neben einer kurzen Einfiihrung, welche der Her-
angehensweise einer mathematischen Vorlesung nachempfunden ist, werden
hilfreiche Tipps zum jeweiligen Verfahren und zur Anwendung sowie mog-
liche Stolpersteine und Hiirden thematisiert. Es folgen Einheiten, die durch
die drei Darstellungsebenen einen Zugang zur Durchfiihrung des Verfahrens
ermoglichen. AbschlieBend wird ein Ubungsblatt zur Selbstevaluation ange-
boten.

Beispielhaft wird hier auf den Abschnitt zur Bisektion etwas niher einge-
gangen: Kennzeichnend fiir dieses Lernheft ist die Moglichkeit die Bisektion
— wahlweise, verkniipfend oder
wechselnd — symbolisch, iko-
nisch oder enaktiv angehen zu
konnen. Auf der symbolischen
Ebene kann die Bisektion formal,
analytisch durchgerechnet wer-
den. Zur primér ikonischen Dar-
stellung dient ein kurzes Lernvi-
deo, in dem die iterativen Schritte
anhand von Abbildungen erlau-
tert werden. Zuletzt eignet sich
der enaktive Zugang zur spieleri-
schen und motivierenden Aneignung der wesentlichen Inhalte und Schritte
des Verfahrens. Dabei kann der Lernende die Bisektion anhand eines Mo-
dells hdndisch nachempfinden (Abb. 2). Auf einem Brett konnen Schrauben
an den Stellen eingedreht wer-
den, wo die Intervallgrenzen im
jeweiligen Schritt liegen. Die
Orientierung des Schrauben-
kopfes signalisiert dabei das
Vorzeichen des Funktionswerts
der jeweiligen Grenze (waage-
rechter Schraubenkopf = nega-
tives Vorzeichen, senkrechter
Schraubenkopf = positives Vor-
zeichen). Mit Gummiringen

lasst sich die Verkleinerung Apb. 3: Enaktives Material — Newton-Verfahren

Abb. 2: Enaktives Material — Bisektion
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bzw. Halbierung der Intervallldngen je Iterationsschritt visualisieren und an-
hand des Zahlenstrahls kann die approximierte Nullstelle schlieBlich mit ent-
sprechender Genauigkeit abgelesen werden. Abbildung 3 zeigt das enaktive
Lernmaterial zum Newton-Verfahren. Mit Hilfe von Stecknadeln — zur
Kennzeichnung von Startwerten, Iterierten und Funktionswerten — kann das
Verfahren an verschiedenen Aufgaben durchgefiihrt werden. Dabei vermit-
teln die Materialien nicht nur das allgemeine Vorgehen, sondern verdeutli-
chen auch die Bedeutung eines gut gewéhlten Startwerts in der Umgebung
der Nullstelle. Dariiber hinaus kdnnen die Lernenden den im Schiilerarbeits-
heft herausgearbeiteten Unterschied zwischen Sekanten- und Newton-Ver-
fahren anschaulich nachvollziehen: Das Sekanten-Verfahren ist nichts ande-
res als ein ndherungsweise durchgefiihrtes Newton-Verfahren, da die beno-
tigte Ableitung als Steigung einer Tangenten in jedem Iterationsschritt ledig-
lich durch eine Sekantensteigung approximiert wird.

Fazit

Die numerische Seite (insbesondere der angewandten) Mathematik kann un-
serer Meinung nach in der gymnasialen Oberstufe sowohl praktisch als auch
theoretisch beleuchtet werden. Sie spiegelt fundamentale Ideen der Mathe-
matik wider und ist von groer Relevanz in der heutigen Praxis. Wir sind
iiberzeugt, mit dem entwickelten Lernmaterial eine nicht zu komplexe, son-
dern zugéngliche Umsetzung in der Schule erméglicht zu haben; sodass —
auch wenn der zeitliche Spielraum begrenzt ist — eine auszugsweise Behand-
lung im Regelunterricht sowie eine Behandlung in Zusatzangeboten flexibel
moglich wird und mehr Schiilerlnnen diese Seite der Mathematik kennen
und schétzen lernen kdnnen.
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