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Argumentieren und Beweisen im Mathematikunterricht —
diskursive und epistemologische Herausforderungen

Argumentieren und Beweisen sind mathematische Tétigkeiten, bei denen die
Diskrepanz zwischen Bildungsanspruch und unterrichtlicher Realitét in der
Schule besonders grof} ist. Dies ist in der deutschsprachigen und internatio-
nalen mathematikdidaktischen Forschung ein Konsens (Brunner 2014, Sty-
lianides, Stylianides & Weber 2017). Welche Griinde dabei ausschlaggebend
sind, ist trotz des mittlerweile umfangreichen Forschungsstandes noch nicht
abschlieend geklart. In diesem Beitrag werden historische und aktuelle ma-
thematikdidaktische Konzepte zur Realisierung von Argumentations- und
Beweistitigkeiten in schulischem Unterricht mit Blick auf diese Diskrepanz
hin betrachtet. Dabei wird deutlich, dass die Formate, die unterrichtlich
emergieren, auch durch diskursive und epistemologische Herausforderungen
bedingt sind. Diese Herausforderungen néher zu fokussieren und vor dem
Hintergrund unterrichtlicher Interaktionen neu zu interpretieren, verspricht
eine Aussicht auf ein besseres Verstehen der Diskrepanz zwischen Bildungs-
anspruch und unterrichtlicher Realitét

1. Historischer Exkurs

Mathematik ist eine beweisende Disziplin. Durch deduktive Herleitungen
lassen sich nach spezifizierten Schlussregeln aus Axiomen und zuvor bewie-
senen Sétzen neue mathematische Aussagen deduzieren. Vorbild eines sol-
chen axiomatisch-deduktiven Aufbaus einer mathematischen Theorie war
fir lange Zeit das Buch ,.Elemente” von Euklid (Jahnke & Ufer 2015,
S. 335). Mitte des 19. Jahrhunderts machten amerikanische Universititen
schulischen Geometrieunterricht zur Zulassungsvoraussetzung, der sich an
Euklids Elementen orientierte. Faktisch resultierte dies im Auswendiglernen
der Euklidischen Beweise, was nicht der eigentlichen universitdren Intention
entsprach (Herbst 2002b). Absicht war vielmehr eine gedankliche Schulung
gewesen, welche Schiilerinnen und Schiiler bereits auf der High School auf
das mathematische Beweisen an der Universitét vorbereiten sollte.

In diesem historischen Kontext entstand das Format des sogenannten ,,two
column proof™ (siehe Herbst, 2002b, S. 307). Dies sollte Schiilerinnen und
Schiiler darin unterstiitzen, die in den Beweisen enthaltenen geometrischen
Aussagen und daraus resultierenden deduktiven Schliisse eigensténdig zu
formulieren. Bis heute findet dieses Format in US-amerikanischen Schulen
eine weite Verbreitung, allerdings meist nicht mit dem damit beabsichtigten
Erfolg. Wie Herbst (2002a) in empirischen Studien zeigen konnte, resultiert



dieses Format hiufig in einer unterrichtlichen Arbeitsteilung, in der Ler-
nende eher Liicken fiillen und gerade nicht die Verantwortung fiir die geo-
metrischen Schliisse iibernehmen. So erwerben sie weder ein Versténdnis fiir
die fachlichen Inhalte noch flir Beweise.

Wie in anderen Studien bestétigt (Selden & Selden 2003, Ufer et al. 2009),
fokussieren Schiilerinnen und Schiiler auch in diesem Format eher auf Ein-
zelschritte statt auf die Gesamtstruktur eines Beweises. Epistemologisch be-
trachtet, gelingt in dem didaktischen Beweisformat der Zusammenhang von
Formulierungen (Zeichen und Aussagen) — Referenzkontexten (Griinden
und Bedeutungen) und Schliissen (zugrunde liegende Deduktionen) nicht
ohne weiteres. Eine diskursive Aushandlung dieses Zusammenhanges und
damit verbundener Geltungsanspriiche vollzieht sich in diesem Unterrichts-
format zudem meist nicht, so dass sich die oben benannte Diskrepanz zwi-
schen Bildungsanspruch und Unterrichtsrealitét beim Beweisen manifestiert.

Alternative Ansétze in der Mathematikdidaktik wie etwa der ‘Debattieran-
satz’ (Arsac, Balacheff, & Mante 1992) waren bewusst anders gelagert, um
eine Aushandlung von Geltungsanspriichen zu forcieren. Angelehnt an Imre
Lakatos quasi empirisches Verstindnis von Mathematik und angeregt durch
sein Werk ,Beweise und Widerlegungen’ (Lakatos 1976) sollten Lernende
ausgehend von einer Problemstellung eigene Hypothesen aufstellen und
diese in Auseinandersetzung und Widerstreit miteinander begriinden. Dabei
zeigte sich allerdings, dass die Schiilerinnen und Schiiler hdufig keine ma-
thematischen Argumente benutzten, um ihre Vermutungen zu rechtfertigen.
Stattdessen fiihrten sie personliche Autoritdtsargumente an oder verwiesen
auf die soziale Akzeptanz der Aussagen (Arsac, Balacheff, & Mante 1992).
Den Lehrpersonen gelang es in diesem Kontext in der Regel nicht, die Rolle
eines engagierten Gegenparts (,committed dissenter’, Boero 1999) zu iiber-
nehmen, der die Argumente der Lernenden herausfordert und so mathema-
tisch tragfihige Begriindungen motiviert. Die bewusste Vermeidung von
vorgegebenen Argumentationsformaten hat sich in diesem Kontext als eine
zu groBe diskursive und epistemologische Herausforderung fiir Lernende
und Lehrende erwiesen. Dass Formaten unterrichtlichen Beweisens eine ent-
scheidende Bedeutung zukommt, wird an beiden der hier dargestellten An-
sdtze somit auf ganz unterschiedliche Weise deutlich. Welche Formate je-
doch einen konstruktiven Rahmen fiir mathematisches Argumentieren im
schulischen Kontext bieten kdnnen, ist in der Forschung bisher nicht geklart
(Stylianides, Stylianides & Weber, 2017).



2. Mathematische Beweise als Argumente

Unterschiedliche philosophische Traditionen haben das Verstindnis von Ar-
gumentationen und Beweisen in der Mathematikdidaktik geprigt, was auch
Riickwirkungen auf ihre mdglichen unterrichtlichen Formate hat. Auf der
einen Seite wird in der Mathematikdidaktik an die Tradition einer rhetori-
schen Auffassung von Argumentationen (Duval 1991; Perelman & Olb-
rechts-Tyteca 1958) angekniipft, welche Argumentationen deutlich von Be-
weisen abgrenzt. Auf der anderen Seite finden sich argumentationstheoreti-
sche (Toulmin 1958) und pragmatische philosophische Ansdtze (Aberdein
2012), die eine solche Abgrenzung nicht vornehmen. Im Gegenteil gehen
diese Ansétze von einem deutlich weiteren Verstindnis von Argumentation
aus, das mathematische Beweise als spezifische Art von Argumentationen
begreift (Knipping 2003, Pedemonte 2007). Mathematiker wie Reuben
Hersh (1997) finden sich in einem solchen weiten Verstdndnis wieder und
betonen zudem die Bedeutung sozialer Aushandlungsprozesse von Beweisen
innerhalb der mathematischen Community. Damit wird nicht infrage ge-
stellt, dass mathematischen Beweisen eine spezifische Inferenzstruktur zu-
grunde liegt. Vielmehr geht es nach dieser Auffassung in Beweisen darum,
eben diese deduktive Schlussweise argumentativ aufzuzeigen (Azzouni
2004). Aberdein (2012) beschreibt mathematische Beweise daher als Paral-
lelstruktur, in der argumentativ auf die zugrundeliegende Inferenz verwiesen
wird. Dieses Verstdndnis von mathematischen Beweisen macht deutlich,
welcher diskursiven Herausforderung unterrichtliches Beweisen gegeniiber-
steht. Argumentativ muss geklart werden, auf welche Schliisse der Beweis
verweist, welche Annahmen zu Grunde gelegt werden und welche Aussagen
daraus gefolgert werden. Das heiflt, Annahmen und Schliisse miissen inhalt-
lich, aber auch in der Funktion ihrer Aussagen mit Bedeutung belegt, ihre
Beziechungen untereinander geklért werden. Diskursiv und auch epistemolo-
gisch stellt dies eine nicht zu unterschétzende Herausforderung dar.

Unterrichtlich sind Aushandlungsprozesse dieser Art auf Argumentations-
Formate angewiesen, wie Krummbheuer (1992) in seiner interaktionistischen
Lerntheorie zeigt. Fiir den schulischen Unterricht hoherer Jahrgangsstufen
und die Hochschuldidaktik ist dies bisher aus interaktionistischer Sicht kaum
untersucht und in den Blick genommen worden (Knipping 2003). Stattdes-
sen wird in beweisdidaktischen Arbeiten primér auf Beweiskonzepte und di-
daktische Ansdtze fokussiert, ihre epistemologischen Herausforderungen
stehen dabei zundchst im Fokus, weniger ihre diskursiven Hiirden.



3. Didaktische Beweiskonzepte

Die Natur schulischen Beweisens beschreibt Freudenthal (1973) als lokales
Ordnen. ,,Grob gesagt versteht er darunter die Idee, zunichst anhand eines
konkreten Problems die Erkundung eines Beziehungsgefiiges zu initiieren.
In einer zweiten Phase tritt dann die Frage nach den logischen Beziehungen
zwischen den untersuchten Konzepten und ihren Eigenschaften in den Vor-
dergrund (Freudenthal 1973, Bd. 2, S. 423 ff.)" (zitiert nach Jahnke & Ufer
2015, S. 335). Argumentativ bedeutet dies, dass Lokales Ordnen inhaltliche
und begriffliche Deutungen voraussetzt, bevor logische Beziige und
deduktive Schlussweisen argumentativ gefasst werden kdnnen. Eine solche
epistemologische Stufung findet sich in unterschiedlichen didaktischen
Beweiskonzepten. Branford (1913) etwa unterscheidet ‘experimentelle Ver-
anschaulichungen® von ,intuitiven‘ und ,wissenschaftlichen Ableitungen‘.
Wihrend Begriffe und spezifische Eigenschaften von mathematischen Ge-
genstinden anhand von Beispielen illustriert und eingesehen werden kénnen
(,intuitives Ableiten®), gelingt ihre Herleitung und allgemeine Charakterisie-
rung erst durch schlussfolgerndes Argumentieren (,wissenschaftliches Ab-
leiten®). Beide Formen der Ableitung erzeugen seiner Auffassung nach ,,all-
gemeine und streng giiltige Wahrheiten* (ebd., S. 103). Wahrend jedoch ,in-
tuitives Ableiten‘ den Riickgriff auf ,,Postulate der sinnlichen Erfahrung* als
argumentative Basis zulédsst, werden beim ,wissenschaftlichen Beweis® aus-
schlieBlich deduktive Herleitungen akzeptiert, die allenfalls durch Beweisfi-
guren angeregt werden. Aus interaktionistischer Sicht bedeutet dies, dass bei
,experimentellen Veranschaulichungen® im Unterricht andere Argumentati-
ons-Formate realisiert werden miissen als bei ,intuitiven‘ oder ,wissen-
schaftlichen® Ableitungen. Inwiefern solche Formate diskursiv und auch
epistemologisch realisierbar sind bzw. Schiilerinnen und Schiilern eine Par-
tizipation daran ermoglicht werden kann, ist eine empirisch noch nicht ge-
kléarte Frage. Diverse Studien zeigen, dass Lernende und auch Lehrpersonen
héufig nicht in der Lage sind, Beweise von nicht schliissigen Argumenten
selbsténdig zu unterscheiden (Alcock & Weber 2005; Schwarz et al 2008).
Etwa gelingt ihnen die substanzielle Unterscheidung von ‘experimentellen
Veranschaulichungen® und ,intuitiven Ableitungen® nicht. Der unterrichtli-
chen Rahmung durch Argumentations-Formate konnte eine entscheidende
Funktion zukommen, um nicht nur epistemologische Hiirden, sondern zu-
gleich diskursive Hiirden zu nehmen (siche auch Cramer 2018).

Jahnke (2009) zeigt iiberzeugend, wie ausgehend von der anschaulichen Hy-
pothese vom Wechselwinkel im schulischen Unterricht deduktiv schliissig
der Winkelsummensatz gefolgert werden kann. Einsichten in Hypothesen
und ihre Konsequenzen sind dabei leitend fiir sein mathematikdidaktisches



Beweiskonzept. Auch Kirsch (1979) demonstriert anhand vielfdltiger fachli-
cher Inhalte, wie ausgehend von konkreten Handlungen inhaltliche Zusam-
menhénge in prdmathematischen Beweisen aufgezeigt und argumentativ
verallgemeinert werden konnen. Ein bekanntes Beispiel ist der Satz, dass der
Umfang u eines konvexen Vierecks grofer ist als die Summe s der beiden
Diagonalenldngen (Kirsch, 1979). Argumentationsbasis sind zundchst Hand-
lungen anhand von Gummiringen, die zunéchst langs jeder Diagonalen und
dann durch Dehnen iber die Eckpunkte des Vierecks gespannt werden.
Diese Beispiele zeigen, dass und wie anschauliche Argumentationsbasen,
bestehend aus realen bzw. gedachten Objekten und Handlungen, die man mit
diesen Objekten vornehmen kann, einen didaktischen Ausgangspunkt dar-
stellen kdnnen. So kdnnen Lernenden (und auch Lehrenden) epistemologi-
sche Briicken hin zum mathematischen Argumentieren und Beweisen ange-
boten werden. Diesen Ansatz prdmathematischen Beweisens haben Blum
und Kirsch (1989) als Konzept ,praformalen Beweisens® weiter ausgearbei-
tet. Wobei beide beim ,praformalen Beweisen® dafiir plddieren, ,,der Schiiler
solle im Mathematikunterricht ,die Fahigkeit zum Argumentieren iiben und
ausbilden. Dabei denken wir nicht in erster Linie an formale Beweise, son-
dern an ein inhaltliches Argumentieren, das durchaus korrekt und ,intellek-
tuell ehrlich® sein soll. (Blum & Kirsch 1979, S. 7)* (Blum & Kirsch 1989,
S. 200). Nicht geklért ist damit, welche Formate nétig sind, um Lehrende
und Lernende nicht nur mit den damit verbundenen epistemologischen, Bar-
rieren, sondern auch bei der Bewiltigung diskursiver Herausforderungen
und Hiirden in diesen Argumentations- bzw. Beweisprozessen zu unterstiit-
zen.

Auch in Ansitzen ,handlungsbezogener Beweise®, wie sie etwa Semadeni
(1984) vorgeschlagen hat, oder bei ,operativen Beweisen® im Sinne von
Wittmann und Miiller (Wittmann & Miiller 1988, Wittmann 2014) finden
sich diese beiden Herausforderungen. Besonders deutlich wird dies auch in
didaktischen Ansétzen, die auf *generischen Beweisen® aufbauen (siche etwa
Kempen & Biehler 2019; Mason & Pimm 1984; Dreyfus et al. 2012).

A generic proof aims to exhibit a complete chain of reasoning from assumptions to
conclusion, just as in a general proof; however, [...] a generic proof makes the chain
of reasoning accessible to students by reducing its level of abstraction; it achieves
this by examining an example that makes it possible to exhibit the complete chain of
reasoning without the need to use a symbolism that the student might find incompre-
hensible. (Dreyfus et al. 2012, p. 204)

Wie Dreyfus verdeutlicht, bieten generische Beweise das Potenzial Argu-
mentationen zugéinglich zu machen, indem durch das Betrachten von Bei-
spielen das Abstraktionsniveau zunéchst gesenkt wird. Allerdings ist diese
spezifische Art mit Beispielen umzugehen und an konkreten Beispielen die



Allgemeingiiltigkeit einer mathematischen Aussage zu zeigen nicht ohne
weiteres Schiilerinnen und Schiilern, oder auch Studierenden und angehen-
den Lehrkriften eingéngig und einsichtig (sieche dazu auch Kempen 2019).
Das Potenzial dieses Ansatzes ist gleichermal3en mit epistemologischen und
diskursiven Herausforderungen verbunden, von denen erstere in der For-
schung bereits kritisch diskutiert werden. Die damit verbundenen diskursi-
ven Voraussetzungen haben jedoch bisher wenig Beachtung gefunden. Gila
Hanna, welche die mathematikdidaktische Forschung zum Beweisen iiber
Jahrzehnte geprégt hat, betont wie alle anderen hier genannten Autorinnen
und Autoren, dass aus didaktischer Sicht mathematische Strenge nur inso-
fern gerechtfertigt ist, wenn diese auch mathematische Einsichten schafft.
Rigour is a question of degree in any case. In the classroom one needs provide not
absolute rigour, but enough rigour to achieve understanding and to convince. An ar-
gument presented with sufficient rigour will enlighten and convince more students,
who in turn may convince their peers. It is the teacher who must judge when it is
worthwhile insisting on more careful proving to promote the elusive but most im-
portant classroom goal of understanding. (Hanna 1997, S. 183)

Hanna stellt damit erneut einen zentralen epistemologischen Punkt in den
Vordergrund. Die dariiber hinaus wirkenden diskursiven Mechanismen,
etwa die Aushandlung von ,Strenge® und ihre Bedeutung beim Verstehen,
bleiben damit im Hintergrund. Ein Fokus auf dieses Hintergrundgeschehen
und seine Bedeutung kdnnte grundlegende Einsichten in die tiefer liegenden
Wirkmechanismen von unterrichtlichen Beweisprozessen geben, was bisher
kaum Gegenstand mathematikdidaktischer Forschung war. Dies kdnnte Er-
kenntnisse liefern, wie nicht nur ,idealiter Zustinde® didaktisch konzipiert,
sondern auch unterrichtlich realisiert und in unterrichtliche Argumentations-
kulturen integriert werden konnen. Schulisch sind Aushandlungsprozesse
dieser Art auf Argumentations-Formate angewiesen, wie dies Krummheuer
(1992) in seiner interaktionistischen Lerntheorie aufzeigt. Fiir den schuli-
schen Unterricht hoherer Jahrgangsstufen und die Hochschuldidaktik ist dies
bisher wenig untersucht und in den Blick genommen worden.

Fazit und Ausblick

Es besteht ein Konsens, dass mathematisches Argumentieren und Beweisen
auch fiir den Mathematikunterricht bedeutsam sind. Zudem sind in den letz-
ten Jahrzehnten zahlreiche philosophische und wissenschaftstheoretische
Arbeiten, wie auch empirische Studien zur Erforschung von Vorstellungen,
Einstellungen und Kompetenzen in diesem Bereich durchgefiihrt worden.
Dabei wird deutlich, dass Lernende wie auch Lehrende hier vor groen Her-
ausforderungen stehen. Lernprozesse und Unterrichtsprozesse im Bereich
des mathematischen Argumentierens und Beweisens sind bisher primér



unter epistemologischen Gesichtspunkten untersucht. Im Vergleich dazu
sind diskursive Wirkmechanismen unterrichtlicher Prozesse bisher kaum er-
forscht und stellen ein Desideratum weiterer Forschung dar. Dies betrifft so-
wohl den schulischen Bereich als auch den universitdren Bereich der Leh-
rerausbildung. Ansédtze curricularer Konzeptionen, welche fachliche, didak-
tische und genetische Zuginge zum mathematischen Argumentieren und Be-
weisen zuginglich machen, existieren bereits. Thre hochschuldidaktische
Umsetzung in der universitdren Lehrerausbildung und im schulischen Unter-
richt unter Beachtung diskursiver Momente wére ein néchster, bedeutender
Schritt.
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