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Zum Einfluss von Kenntnisqualititen auf Beweisprozesse am
Beispiel der £-6-Stetigkeit

Das mathematische Beweisen nimmt am Ubergang zwischen Schule und
Universitdt im Fach Mathematik eine zentrale Stellung beziiglich der Veran-
derungen der Lehr-, Lern- und Arbeitsmethoden ein (vgl. u.a. Rach, 2014).
Auf diese als anspruchsvoll, wissensintensiv und komplex geltende Téatigkeit
werden verschiedene Einflussfaktoren (bspw. Problemlésekompetenz) ver-
mutet und beforscht, wobei die mathematischen Kenntnisse sowohl theore-
tisch begriindet als auch empirisch nachgewiesen als starker Einflussfaktor
auf den Erfolg einer Beweisfindung identifiziert wurden (bspw. Sommer-
hoff, 2017). Mit Hilfe einer qualitativen Interviewstudie werden im Rahmen
meines Promotionsprojektes exemplarisch Zusammenhidnge zwischen der
Qualitat fachmathematischer Kenntnisse am Beispiel der € — §-Definition
von Stetigkeit fiir Funktionen f: R — R und der Bearbeitung einer Beweis-
aufgabe untersucht.

Beschreibung von Kenntnisqualititen der £-6-Definition

Die Qualitit einer Kenntnis wird hinsichtlich verschiedener Vernetzungen in
der gesamten Kenntnisstruktur beschrieben, die danach sortiert werden, ob
es sich um Vernetzungen direkt am Kern des Gegenstandes oder dariiber
hinaus handelt. (Apel, in press)

Fiir die Interviewstudie erfolgt eine Beschrankung auf Vernetzungen direkt
am Kern der €-6-Definition sowie Nachweisiiberlegungen fiir die e-§-Ste-
tigkeit einer Funktion. Vernetzungen direkt am Kern des Gegenstandes be-
treffen nahezu nur dieses eine Stoffelement und konnen mit Hilfe der Para-
meter der Exaktheit, der Verfiigbarkeit, der Allgemeinheit und Anschaulich-
keit beschrieben werden.

Einzelne Skizzen und Vorstellungen

Begriindete(s) Situationsabbild bzw. Vorstellungen &\\\\\\
™
AY]

Semantischer Kern des Satzes/Begriffes i

Exaktheit

Allgemeinheit

(begriindete) Beispiel- und Gegenbeispielmuster

Einzelne, konkrete Beispiele und Gegenbeispiele

Abb. 1: Grafik zur Beschreibung von Kenntnisqualitidten am Kern des Stoffelements

Die Exaktheit beschreibt, ob der Gegenstand in der dargebotenen Weise adi-
quat abgebildet ist. Im konkreten Fall also, ob die Kenntnis mit der formalen
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Definition der e-§-Stetigkeit fiir Funktionen f: R — R iibereinstimmt und
alle Aspekte der Definition und keine irrelevanten vorliegen.

Definition: Sei D € R und xo € D. Eine Funktion f:D — R heifSt stetig in xo, wenn es zu
jedem & > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir alle x € D mit |x — xo| < & gilt: |f (x) — f(xp)| < &

Abb. 2: e-§-Definition von Stetigkeit fiir Funktionen f: R — R.

Mit der Verfiigbarkeit wird beschrieben, wie schnell und sicher die e-6-De-
finition abgerufen werden kann und welche Hilfsmittel dafiir gegebenenfalls
benotigt werden (bspw.: Ist die Definition sofort verfiigbar und besteht Si-
cherheit beziiglich einzelner Aspekte wie x, € D oder ist die Definition zu-
mindest eigenstdndig rekonstruierbar?).

Die Allgemeinheit einer Kenntnis beschreibt auf verschiedenen Niveaus, in-
wiefern eine Vernetzung zwischen der Definition und Beispielen besteht.
Beispielsweise unterscheidet sich die Kenntnis einzelner, spezifischer Bei-
spiele und Gegenbeispiele von der Kenntnis von (begriindeten) Beispiel- o-
der Gegenbeispielmustern (bspw. Spriinge sind Gegenbeispiele), die es er-
lauben, weitere Beispiele zu generieren. Der Parameter der Allgemeinheit ist
nicht immer von der Anschaulichkeit zu trennen, insbesondere dann, wenn
die Einordnung von Beispiel und Gegenbeispiel vor allem graphisch begriin-
det wird.

Die Anschaulichkeit beschreibt, inwiefern der Gegenstand auf verschiedenen
Représentationsebenen dargestellt werden kann und inwiefern ein (begriind-
barer) Wechsel dazwischen mdoglich ist. Die Kenntnis einer visuellen Skizze
zur £-6-Definition geniigt fiir eine hohe Anschaulichkeit nicht, die einzelnen
Bestandteile miissen auch mit der Definition in Verbindung gebracht werden
konnen.

An dieser Stelle gibt es Beziige zu eher visuell gepriagten (Grund)vorstellun-
gen wie dem ,,Durchzeichnen ohne den Stift abzusetzen* oder der Metapher
des,,Wackelns“. Im Fall einer konkreten Skizze handelt es sich meist um die
Betrachtung eines konkreten Beispiels, deshalb wird mit engem Bezug zur
Allgemeinheit zwischen beispielgebundenen und verallgemeinerbaren As-
pekten unterschieden.

Beschreibung der Interview-Studie

Die Interview-Studie wurde im Sommer 2019 mit fortgeschrittenen Studie-
renden der Fachmathematik und des Lehramts erprobt und im Dezember
2019 mit 13 Studierenden aus der Vorlesung Analysis I (Bsc. Ma, Bsc. Phy,
LaG) auf freiwilliger Basis ein bis zwei Wochen nach Einfiihrung des Be-
griffs der Stetigkeit in der Vorlesung durchgefiihrt.
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Die Diagnose der Kenntnisqualitéten basiert auf der Klassifikation typischer
Schiilerhandlungen im Mathematikunterricht (vgl. Bruder & Briickner,
1989) sowie Uberlegungen von Pippig (1980) und Feldt-Caesar (2017). So
sollte die Exaktheit durch Identifikation von spezifisch gewahlten Beispielen
und Gegenbeispielen gepriift werden konnen. Bereits in der Pilotierung
zeigte sich allerdings, dass Identifikationsaufgaben, in denen bei gegebenen
Funktionen entschieden werden muss, ob sie stetig sind, sehr gut gelost wer-
den konnen, ohne dass die Definition zur Entscheidung herangezogen wird.
Zudem handelt es sich dabei um ein anschauliches Identifizieren auf einer
konkreten Beispielebene. Die Exaktheit kann damit alleine folglich nicht va-
lide tiberpriift werden. Eine Diagnose der Exaktheit erfolgt in der Studie im
Zusammenspiel verschiedener Aufgaben, wobei die Angabe der Definition
(2) erste Hinweise gibt; der Umgang mit der Definition in anderen Aufgaben
(3, 5, 8) zeigt dann auf, ob sprachliche Variationen der Definition fiir den
Lernenden moglich sind. Die Anschaulichkeit und Allgemeinheit werden
vor allem durch die Aufgaben zum Erklaren (3) und durch anschauliche Be-
griindungen (5) diagnostiziert. Die Verfiigbarkeit wird schon im Beweis
durch die zur Nutzung erforderliche Reproduktion der Definition und dann
noch einmal durch die Angabe der Definition (2) diagnostiziert.

(1) Beweisaufgabe, in der e-§-Stetigkeit das zentrale Argument ist

Satz: Sei f: R — Reinein x, € R stetige Funktion undsei c € R mit f (xy) > c.
Dann existiert eine Umgebung U, um x, mit f (x) > c fiir alle x € U,

Abb. 4: Beweisaufgabe im Interview
Diagnose der Kenntnisqualitdten der e-§-Definition von Stetigkeit
(2) Angabe einer e-§-Definition

(3) Aufforderung, die Definition einem fiktiven Kommilitonen zu erkli-
ren (Beschreiben)

(4) Angabe von Beispielen und Gegenbeispielen mit Begriindung sowie
Mustern fiir Beispiele und Gegenbeispiele (Realisieren)

(5)Identifikation von Beispielfunktionen (Identifizieren), teilweise mit
anschaulicher Begriindung durch Anwenden der Definition (Identifi-
zieren und Begriinden)

(6) Formaler Nachweis der Stetigkeit einer Funktion mit Hilfe der &-6-
Definition (Begriinden)

(7)Identifikation symbolischer Definitionen (Identifizieren)

(8)Identifizieren passender und unpassender Visualisierungen (Identifi-
zieren)
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Begriinden Sie bitte anschaulich mit Hilfe der 5

& — 8-Definition, ob die vorliegende Funktion 4
in xo = 0 stetig oder unstetig ist. s
1 2
fR-Rf() =72 * 0
0,x=0 ‘
4 3 2 1 0. 1 2 3 4

Abb. 5: Beispielaufgabe zum Identifizieren mit anschaulicher Begriindung

Abhingig vom gewihlten Beweis sollten sich verschiedene Zusammen-
hinge mit den Qualitdten der Kenntnis der Definition in der Studie zeigen.
Fiir einen semantischen Beweisprozess (Weber, 2004) erscheinen eine hohe
Exaktheit und eine hohe Anschaulichkeit notwendig, da die entscheidende
Idee, € < |f(xy) — c| zu wihlen, nur dann entwickelt werden kann, wenn
einerseits bewusst ist, dass es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt (Exaktheit) und
andererseits aufgrund einer Visualisierung deutlich wird, dass diese Wahl
von ¢ hilfreich wére, da sich die Aussage des Satzes anschaulich damit direkt
ergibt (Anschaulichkeit). Fiir einen syntaktischen Beweisprozess hingegen
erscheint bezogen auf die Kenntnis der e-§-Stetigkeit nur eine hohe Exakt-
heit nétig, da auch hier bewusst sein muss, dass € > 0 frei wihlbar ist. Die
konkrete Wahl von ¢ ergibt sich dann aber aus Term- und Gleichungsumfor-
mungen. Fiir diesen Fall ist die Notwendigkeit hoherer Fertigkeiten im Um-
gang mit Termen und Ungleichungen zu vermuten.
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