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Wie bearbeiten Sechstklassler Probleme zum
Ruckwartsarbeiten mit variierten Anforderungen?

Einfihrung

Das analytische VVorgehen bzw. Rickwartsarbeiten gilt als einer der altesten
und fir die historische Entwicklung der Mathematik wichtigsten heuristi-
schen Ansétze. Auch heutzutage wird es als allgemeine Strategie beim Prob-
lemlésen empfohlen, sofern es keinen speziellen Grund fiir ein anderes Vor-
gehen gibt (Polya, 1967, S. 56). Beim Riickwaértsarbeiten i. e. S. werden aus-
gehend vom Bearbeitungsziel — solange bis man auf etwas Gegebenes stolit
und in der Regel in mehreren Teilschritten — jeweils Sachverhalte ermittelt,
aus denen sich auf das Ziel schlieRen l&sst (Bruder & Collet, 2011, S. 79).
Eine detailliertere Analyse offenbart, dass es sich beim Ruckwartsarbeiten
um ein facettenreiches Konzept handelt (ARmus & Fritzlar, i. V.). Unter an-
derem hat sich insbesondere flr das Grundschulalter in didaktischer Absicht
die Sonderform des ,,Riickwirtsrechnens* etabliert. In entsprechenden Prob-
lemstellungen werden Transformationen beschrieben, die von einer gesuch-
ten Anfangs- zu einer gegebenen EndgroRe fihren. Beim Rickwartsrechnen
werden dann beginnend bei der Endgrélie die Transformationen soweit mog-
lich (in umgekehrter Reihenfolge) umgekehrt, weshalb sich dieses VVorgehen
auch als Rickwartsarbeiten als Umkehren charakterisieren lasst.

Insbesondere flr jlingere Schuler*innen gilt das Rickwartsrechnen als an-
spruchsvoll. Das Anforderungsniveau steigt weiter, wenn einzelne beschrie-
bene Transformationen nicht unmittelbar umkehrbar sind. Wir interessieren
uns dafur, wie Schuler*innen derartige Umkehrhirden bearbeiten.

Untersuchungsdesign

Mit der hier beschriebenen Studie soll untersucht werden, wie Sechstkl&ss-
ler*innen mit mathematischen Problemen umgehen, die sich hinsichtlich der
unmittelbaren Umkehrbarkeit im Text beschriebener Transformationen un-
terscheiden. Daflr wurde eine Serie aus drei Problemen entwickelt (s. Abb.
1), bei denen jeweils aufeinander folgende Transformationen eines unbe-
kannten, zu ermittelnden Anfangswertes sowie der resultierende Endwert be-
schrieben sind. Das erste Problem (P1) enthalt ausschliellich unmittelbar
umkehrbare Einzeloperationen, deren Reihenfolge explizit dargestellt ist, so-
dass erfolgreiches Rickwartsarbeiten als Umkehren vergleichsweise leicht
maoglich ist. Im zweiten Problem (P2) ist das Wegnehmen eines Drittels nicht

Siller, H.-S., Weigel, W. & Warler, J. F. (Hrsg.). Beitrdge
zum Mathematikunterricht 2020. Miinster: WTM-Verlag, 2020.
doi: 10.37626/GA9783959871402.0 73



unmittelbar umkehrbar, da dieses — zumindest bei direkter Modellierung der
textlichen Vorgaben — mit der Bestimmung des Drittels und dessen Subtrak-
tion die Verkettung zweier Operationen umfasst. Das dritte Problem (P3)
unterscheidet sich zusétzlich dadurch von den beiden anderen, dass durch
die Abhangigkeit der zweiten von der ersten Transformation ein schrittwei-
ses ruckwaértiges Rekonstruieren der fehlenden Werte nicht ohne weiteres
durchfuhrbar ist.

P1

Vier Piraten haben eine Schatzkiste mit
Goldmiinzen gestohlen. Die Piraten beschliefen.
die Miinzen am néchsten Tag gerecht zu teilen.
Nachts schleicht sich jedoch der erste Pirat
heimlich zur Schatzkiste. Er zihlt die Miinzen
und nimmt sich die Hilfte. Spater kommt der
zweite Pirat an der Schatzkiste vorbei und steckt
sich 3 Miinzen ein. Danach steht der dritte Pirat
auf. Er 6ffnet die Schatzkiste. zdhlt die Miinzen
und nimmt sich davon die Hilfte. Spéter
schleicht sich noch der vierte Pirat zur
Schatzkiste und nimmt sich 4 Miinzen. Am

P2

Vier Kinder sammeln zu Halloween Bonbons.
Sie bewahren alle Bonbons in einer Tiite auf.
Die Tiite steht im Wohnzimmer auf dem Tisch.
Zuerst geht das erste Kind ins Wohnzimmer und
greift sich 5 Bonbons heraus. Danach schleicht
sich das zweite Kind zur Tiite. Es zéhlt die
Bonbons und nimmt sich ein Drittel von diesen.
Spiter 1sst das dritte Kind 4 Bonbons aus der
Tiite. SchlieBlich geht das vierte Kind ins
Wohnzimmer. Es schaut in die Tiite und nimmt
sich die Hilfte der Bonbons.

Danach sind noch 6 Bonbons in der Tiite.

Wie viele Bonbons haben die Kinder
urspriinglich gesammelt?

néchsten Morgen sind noch 5 Miinzen in der
Schatzkiste.

Wie viele Goldmiinzen waren es am Anfang?
P3

Drei Diebe haben einen Sack mit Diamanten erbeutet. die sie am néachsten Tag unter sich aufteilen
wollen. In der Nacht schleicht sich der erste Dieb zum Sack und steckt sich ein Drittel der
Diamanten ein. Als er wieder schlift. geht der zweite Dieb zum Sack und nimmt sich 2 Diamanten
mehr als der erste heraus. Im Morgengrauen nimmt sich der dritte Dieb die Hilfte der iibrig
gebliebenen Diamanten. Danach sind noch 5 Diamanten im Sack.

Wie viele Diamanten waren zu Beginn im Sack?

Abb. 1: Eingesetzte Probleme der Untersuchung

In der noch laufenden Untersuchung wurden bislang 11 halbstandardisierte
Einzelinterviews mit mathematisch leistungsstarken Sechstkl&ssler*innen
verschiedener Gymnasien aus Halle (Saale) durchgefiinrt. Wahrend der In-
terviews bearbeiten die Proband*innen die jeweiligen Probleme (soweit
maoglich begleitet von lautem Denken). Die Bearbeitungsprozesse und Aus-
sagen der Kinder werden im ersten Zugriff mit Hilfe qualitativer Inhaltsana-
lyse ausgewertet.

Erste Ergebnisse

Alle teilnehmenden Schuler*innen losten das erste Problem, indem sie ihre
Bearbeitung unmittelbar beim Endwert begannen und — teilweise unterbro-
chen von anderen Ansatzen — durch Umkehren der beschriebenen Transfor-
mationen und deren Reihenfolge den Anfangswert bestimmten. Auch in P2
und P3 wahlten alle Schiler*innen zunédchst einen vom Endwert ausgehen-
den Bearbeitungsansatz, bei dem Rickwartsarbeiten durch Umkehren er-
folgte, bis die in dem jeweiligen Problem konstruierte Umkehrhirde erreicht
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war. Im Umgang mit diesen Hirden zeigten sich unterschiedliche typische
Vorgehensweisen, die im Folgenden beispielbezogen dargestellt werden.

Ein Teil der Schiler*innen zeigte keine sichtbare Reaktion auf die verander-
ten Anforderungen in P2. Die Bearbeitung erfolgte durch Ubertragung des
jeweiligen Lésungsansatzes aus P1. So rechnete beispielsweise David auch
bei diesem Problem durchgéngig rickwaérts und kehrte dabei das Wegneh-
men des Drittels durch Verdreifachen um, wie er es zuvor auch beim Ver-
doppeln als Umkehrung des Wegnehmens der Halfte in P1 getan hatte.
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Abb. 2: Bearbeitungen von P1 und P2 durch David

Demgegeniber lassen sich bei vielen Schiiler*innen Veranderungen im Ar-
beitsprozess rekonstruieren, die u. E. als Reaktion auf die jeweilige Umkehr-
hirde angesehen werden kénnen. Hierzu sind zum einen Anpassungen der
Vorgehensweise zu zdhlen, durch die eine zielfihrende Fortsetzung des
Rickwartsrechnens moglich bleibt. Zum anderen gehéren Wechsel der Vor-
gehensweisen oder auch Anpassungen des Problems dazu.

Ein Anpassen der Vorgehensweise zeigte sich anforderungsbedingt in unter-
schiedlicher Art und Weise. In P2 nahmen einige Schuler*innen Umdeutun-
gen des Subtrahierens eines Drittels vor. So deutet beispielsweise Tim das
Wegnehmen eines Drittels als Ubrigbleiben von zwei Dritteln und schluss-
folgert, dass der Zwischenwert 16 mit 1,5 multipliziert werden kann, um die-
ses rickgangig zu machen (Abb. 3). Wir bezeichnen diesen Ansatz als Riick-
wartsrechnen nach Umdeuten.

Bei P3 hingegen ist eine Anpassung der Vorgehensweise durch Rickwarts-
rechnen nach Strukturbildung moglich. Bei diesem VVorgehen wird nicht nur
eine einzelne Transformation bzw. deren Ergebnis umgedeutet, sondern aus
mehreren beschriebenen Transformationen werden neue Relationen konstru-
lert. So setzt Tim die ersten beiden beschriebenen Transformationen mitei-
nander in Beziehung und schlussfolgert davon ausgehend, wie aus dem zu-
vor durch unmittelbares Umkehren bestimmten Zwischenwert der Anfangs-
wert berechnet werden kann: ,,Also nehmen sie sich zwei Drittel plus 2 weg,
das stimmt schon. Hm. (..) Ich glaube man konnte die 10 plus 2 und dann
noch zwei Drittel dazurechnen [...] also eigentlich 12 mal 3.

Bei einem Wechsel der Vorgehensweise wurde der Bearbeitungsprozess
nach anfanglichem Ruckwartsrechnen auf einem anderen Weg fortgesetzt,
wobei das Ausmal} des Wechsels unterschiedlich war. So wurde beispiels-
weise bei P3 zunéchst soweit moglich riickwarts gerechnet und im Anschluss
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durch eingeschranktes Probieren (Sohling 2017, S. 41 ff.) der Anfangswert
ermittelt, der mit den ersten beiden im Problemtext beschriebenen Transfor-
mationen zum bereits bestimmten Zwischenwert fihrt. Da Rickwaértsrech-
nen und Probieren kombiniert wurden, lasst sich von einem lokalen Wechsel
sprechen. Globale Wechsel hingegen zeichnen sich durch eine vollstandig
neue Bearbeitung (z. B. Probieren) aus, die nicht auf die zuvor ermittelten
Zwischenwerte zurtickgreift. In der bislang betrachteten VVersuchsgruppe tra-
ten lokale Wechsel haufig, globale jedoch nur vereinzelt auf.

Unter einem Anpassen des Problems an die eigene VVorgehensweise werden
hier grundlegende Anderungen der Problemstruktur verstanden. Diese treten
ublicherweise nach erfolglosem Bearbeiten einer Hirde auf, sodass sie nicht
mit einer direkten fehlerhaften Ubertragung eines zuvor verwendeten L6-
sungsansatzes wie in Abb. 2 gleichzusetzen sind. Beispielsweise rechnet
Mikka bei P2 zuerst riickwarts bis zur 16, stot dann auf die Umkehrhurde
und konstatiert: ,,[...] das ist ein bisschen doof. Wobei man konnte jetzt sa-
gen, plus die 5 Bonbons vom Anfang, also 21 und das kann man jetzt im
Prinzip gut dritteln und dann kommt man ja auf 7.* Die vorgegebene Trans-
formationsreihenfolge wird dabei so verandert, dass sich die ermittelte An-
zahl beim Ruckwartsrechnen dritteln lasst (Abb. 4). Durch diese Anpassun-
gen kann die Bearbeitung des Problems zwar fortgesetzt werden, sie fihrt
allerdings nicht zur LAsung.
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Abb. 3: Tim bearbeitet P2 Abb. 4: Mikka bearbeitet P2
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