Lara BILLION, Frankfurt a. M.
Mathematisches Handeln am Material semiotisch gedeutet

1. Das Projekt MatheMat — Mathematisches Lernen mit Materialien

Im Fokus der Studie MatheMat steht das mathematische Handeln von Ler-
nenden an digital und analog gestalteten Materialien. Um das mathematische
Handeln von Lernenden bei der Untersuchung von mathematischen Heraus-
forderungen vergleichen zu kénnen, wurden Lernsituationen mit dem glei-
chen mathematischen Gehalt und dem gleichen strukturellen Aufbau durch
digitale und analoge Materialien realisiert (Billion & Vogel, 2019). In den
Lernsituationen bearbeiten die Lernenden Fragestellungen zu den Inhaltsbe-
reichen ,,Daten und Zufall“ und ,,Raum und Form* (Kultusministerkonfe-
renz, 2005). Die gestalteten Lernsituationen werden mit insgesamt 32 Dritt-
und Viertklassler*innen erprobt, wobei jede Lernsituation von zwei Kin-
dertandems bearbeitet wird. In den Lernsituationen zum Inhaltsbereich ,,Da-
ten und Zufall“ sortieren vier Drittkl&ssler*innen nominale und ordinale Da-
ten. Weitere vier Drittkl&ssler*innen untersuchen Beziehungen zwischen no-
minalen und ordinalen Daten. Die Viertklassler*innen bearbeiten die glei-
chen mathematischen Fragestellungen aber mit metrischen Daten. Die digi-
tale Materialisierung dieser Lernsituationen erfolgt im Kontext des fir schu-
lische Anwendungen entwickelten Programms TinkerPlots (Konold & Mil-
ler, 2011), flr die analoge Materialisierung wird auf Holzwirfel zuriickge-
griffen (Billion & Vogel, 2019). In den Lernsituationen, die sich dem In-
haltsbereich ,,Raum und Form‘ zuordnen lassen, wird das Verhaltnis von
Flacheninhalt und Umfang &hnlicher ebener Figuren und die Veranderung
des Umfangs bei gleichbleibendem Fl&cheninhalt von den Lernenden der
dritten Klasse untersucht. Die Viertklassler*innen fiihren eine vergleichbare
Untersuchung (Zusammenhang zwischen Oberflache und Volumen) bei
raumlichen Figuren durch. Die digitale Materialisierung dieser Lernsituatio-
nen wird mit der dynamischen Geometriesoftware (DGS) GeoGebra (Ho-
henwarter, 2001) realisiert, die analoge Materialisierung erfolgte mit dem
Material OrbiMath. Durch das Handeln der Lernenden an den unterschiedli-
chen Materialien soll die sich im Lernprozess zeigende Deutung des Dia-
gramms der Lernenden rekonstruiert werden (Vogel, 2017).

In diesem Beitrag liegt der Fokus auf dem digitalen und analogen Material-
arrangement, das bei der Lernsituation ,,Verhiltnis von Umfang und Fla-
cheninhalt &hnlicher Quadrate* den Drittkldssler*innen zur Verfligung steht.
Es soll gezeigt werden, dass das Materialarrangement von den Lernenden als
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Diagramm gedeutet werden kann und damit regelgeleitete Handlungen am
Diagramm maoglich sind.

2. Semiotische Perspektive auf Mathematiklernen

Dorfler (vgl. 2006; 2014) ist der Ansicht, dass nicht durch die Darstellungen
die Objekte der Mathematik vermittelt werden, sondern, dass im Sinne von
Peirce mathematische Darstellungen diagrammatischen Charakter haben
und durch deren Verwendung Mathematiklernen zu einem materiellen Dis-
kurs wird. Damit ist das Manipulieren an den Diagrammen eine mathemati-
sche Tatigkeit, anhand derer man zu Erkenntnissen und Verallgemeinerun-
gen kommen kann. Nach Peirce werden ,,mit einem Diagramm Beziehungen
und Relationen ausgedriickt™ (Dorfler, 2006, S. 209). Dieser relationale Cha-
rakter des Diagramms wird durch die Struktur der zugrundeliegenden In-
skriptionen realisiert (Dorfler, 2006; 2014). Inskriptionen sind das, was auf-
geschrieben wird, was auf dem Bildschirm erscheint oder das Material, das
auf dem Tisch liegt (Gravemeijer, 2002; Dorfler, 2006; 2014). Fir Dia-
gramme gibt es bestimmte Regeln, nach denen Umformungen, Transforma-
tionen und Zerlegungen des Diagramms maoglich sind. Das regelgeleitete,
einfallsreiche Umformen des Diagramms kann als mathematische Tatigkeit
gesehen werden, durch welche die Lernenden Konsequenzen beobachten
und so zu mathematischen Erkenntnissen gelangen kénnen. Die Erkennt-
nisse kénnen das Ausrechnen eines Ergebnisses, das Entdecken von zuvor
unbekannten Zusammenhéangen oder das Feststellen von Eigenschaften sein
(Dorfler, 2014). Aus dieser Perspektive auf mathematisches Lernen ist der
Untersuchungsgegenstand nicht ein abstraktes mathematisches Objekt, son-
dern Diagramme und die sich durch regelgeleitetes Umformen ergebenden
Konsequenzen. Inskriptionen sind nicht Darstellungen von abstrakten Ob-
jekten, sondern im diagrammatischen Sinne sind sie selbst die mathemati-
schen Objekte (Dorfler, 2014).

3. Ein Beispiel aus dem Projekt MatheMat

In den Lernsituationen der Studie MatheMat arbeiten die Lernenden mit un-
terschiedlichen Inskriptionen, die als Diagramm gedeutet werden koénnen.
Die analogen Materialien, die den Lernenden zu Verfugung stehen, und die
digitalen Erscheinungen auf dem Bildschirm koénnen als Inskriptionen be-
trachtet werden. Die hier betrachtete Lernsituation lasst sich dem Inhaltsbe-
reich ,,Raum und Form* zuordnen, in der Lernende der dritten Klasse sich
mit dem Verhaltnis von Flacheninhalt und Umfang bei dhnlichen Quadraten,
die sie selbst erstellt haben, beschaftigen. Vier Lernende arbeiten in Tandems
mit dem Material OrbiMath, das es ermdglicht, unterschiedlich lange Plas-
tikstdbchen mit Eckenverbindungen zu einem Seitenmodell eines Quadrats
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zusammenzustecken. Ihnen stehen auBerdem ein kleines Quadrat zur Verfi-
gung, das als Einheitsquadrat dient, mit dem der Flacheninhalt des Seiten-
modells ausgemessen werden kann, und ein in der GrolRe des Einheitsquad-
rats kariertes Papier, auf das auch die verschieden groRen Seitenmodelle ge-
legt werden konnen. Zwei weitere Tandems sehen das Seitenmodell des
Quadrats im Programm GeoGebra abgebildet und kénnen mit Schiebereg-
lern die L&nge der Seiten des Quadrats unabhdngig voneinander verandern.
In der linken Ecke des Seitenmodells ist ein Quadrat farbig unterlegt, das
auch hier als Einheitsquadrat dient. Im Hintergrund ist auf dem Bildschirm
ein Quadratraster hinterlegt, wobei jedes Quadrat dieses Rasters die GroRe
des Einheitsquadrats hat.

Abb.: Seitenmodell des Quadrats in GeoGebra und mit dem Material OrbiMath

Die den Lernenden zur Verfligung stehende Struktur der Inskriptionen, so-
wohl durch das digitale als auch durch das analoge Materialarrangement,
kdnnen als Diagramm verstanden werden, da die Teile des Arrangements
relationalen Charakter aufweisen. Die Relation besteht bei beiden Material-
arrangements in dem Verhéltnis zwischen dem Einheitsquadrat und dem Sei-
tenmodell. Das Quadratraster hilft dieses Verhéltnis besser zu erfassen. Die
erste Aufgabe der Lernenden besteht darin, das Seitenmodell des Quadrats
S0 zu vergroRern, dass die vergroRerte ebene Figur immer noch ein Quadrat
ist. Die Konstruktion des digitalen und analogen Materials ist so gewabhlt,
dass der rechte Winkel schon implizit ist. Auch das darunterliegende Raster
impliziert einen rechten Winkel. Um eine Ahnlichkeitsabbildung des Seiten-
modells des Quadrats herzustellen, wird fir die Manipulation am Diagramm
nur die Lange fokussiert, und diese muss bei dhnlichen Quadraten zwar gro-
Rer, aber in beiden Dimensionen gleich sein. Sind die Seiten von den Ler-
nenden um den gleichen Faktor verldngert worden, konnen alle Beziehungen
zwischen den Teilen des Materialarrangements auch durch die neu entstan-
dene Inskription ausgedriickt werden. Durch das gleiche Veréndern der
Lange der Plastikstdbchen und das Ziehen an den Schiebereglern auf die
gleiche Lange ist das experimentelle Verandern der Konstruktion unter der
Beibehaltung der geometrischen Beziehungen moglich (Kadunz, in Vorbe-
reitung). Nach Peirce konnen die Lernenden durch das Veréndern der beiden
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Seitendimensionen um den gleichen Faktor Zusammenhange zwischen den
Quadraten feststellen. In einer weiteren Aufgabe konnen die Lernenden das
Diagramm nutzen, um durch weiteres diagrammatisches Arbeiten Erkennt-
nisse zu gewinnen, wie z.B., dass der Flacheninhalt bei immer gréler wer-
denden Quadraten im Verhaltnis zum Umfang schneller zunimmt.

4. Ausblick

In der Studie MatheMat haben sich weitere Lernende der vierten Klasse mit
dem gleichen mathematischen Phdnomen im Raum beschéftigt und das Ver-
héltnis von Volumen und Oberflache bei dahnlichen Wirfeln untersucht. In
weiteren Analysen sollen das mathematische Handeln der Lernenden mit den
unterschiedlichen Materialien fiir die Rekonstruktion ihrer Deutung des Ma-
terialarrangements als Diagramm genutzt und die rekonstruierte Deutung in
den Lernsituationen in der Ebene und im Raum verglichen werden.
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