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Wissensentwicklungsprozesse mit Darstellungen von 
empirischen Objekten – das CMC-Modell 

Einleitung 
Der Mathematikunterricht der Schule ist stark von Anschaulichkeit und Re-
alitätsbezug geprägt. Anstelle eines axiomatischen und systematischen Auf-
baus der Mathematik werden entscheidende Aussagen der Schulmathematik 
auf der Grundlage der Beobachtung von empirischen Phänomenen entwi-
ckelt. So zeigt beispielsweise ein Blick in Schulbücher zur Analysis, dass 
Begriffe und Aussagen über die Begriffe meist mit Hilfe von Funktionsgra-
phen begründet werden, der algebraische Kalkül wird lediglich zur exakten 
Berechnung verwendet (vgl. Witzke, 2014). 
Dass die Entwicklung von mathematischen Begriffen und Beziehungen zwi-
schen diesen Begriffen im Unterricht mehr sein sollte als ihre Definition oder 
formale Herleitung, ist allgemein bekannt. Zur Initiierung von Wissensent-
wicklungsprozessen werden den Schülerinnen und Schülern daher im Unter-
richt häufig Darstellungen von empirischen Objekten (z. B. Funktionsgra-
phen), im Folgenden als empirische Darstellung bezeichnet, zur Verfügung 
gestellt, mit denen sich eine bestimmte mathematische Aussage entwickeln 
oder begründen lassen soll. Die empirischen Darstellungen beinhalten neben 
den empirischen Objekten selbst häufig erläuternde symbolische Ausdrücke. 
Die Objekte müssen nicht direkt abgebildet sein, sondern können auch ledig-
lich in Textform beschrieben und damit der Vorstellungskraft überlassen 
werden (z. B. in einem Gedankenexperiment) oder durch den Lernenden 
selbst gebildet werden (z. B. Konstruktionsbeschreibung). In diesem Beitrag 
soll ein Modell zur Beschreibung von Wissensentwicklungsprozessen mit 
solchen Darstellungen dargestellt werden. 

Schulmathematik als empirische Wissenschaft 
Das Konzept der empirischen Theorien im Mathematikunterricht nach Bur-
scheid & Struve (2010) kann zur Beschreibung der Wissensentwicklung von 
Schülerinnen und Schülern in einem anschauungsgeleiteten Mathematikun-
terricht herangezogen werden. Demnach ist das mathematische Wissen von 
Kindern empirisch-gegenständlicher Art und bezieht sich auf spezifische Be-
reiche ihrer Erfahrung. Die Speicherung der Erfahrungen erfolgt mit Bauers-
feld (1983) in so genannten Subjektiven Erfahrungsbereichen, welche neben 
der kognitiven Dimension auch Faktoren wie Motorik, Emotionen, Wertun-
gen oder die Ich-Identität umfassen. Auf Grund der kontextuellen Bindung 
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der Erfahrungen entsteht eine ontologische Bindung des mathematischen 
Wissens mit Bezug auf gewisse empirische Referenzobjekte. 
Nach dem Theory-Theory-Ansatz (vgl. Gopnik & Meltzoff, 1997) gehen 
Kinder bei der Entwicklung von Wissen über Phänomene der Realität in ähn-
licher Weise vor wie Wissenschaftler der experimentellen Naturwissen-
schaften – sie entwickeln dabei eine empirische Auffassung von Mathema-
tik. Das neu erworbene Wissen der Lernenden lässt sich adäquat in (empiri-
schen) Theorien über die im Unterricht kennengelernten Phänomene be-
schreiben. Eine empirische Theorie ist wesentlich durch die Verwendung so-
genannter empirischer und theoretischer Begriffe gekennzeichnet. Theoreti-
sche Begriffe sind vereinfacht gesprochen solche, die ihre Bedeutung erst 
innerhalb einer Theorie erlangen. Für diese Begriffe existieren keine empi-
rischen Referenzobjekte, noch sind sie bereits in einer anderen (Vor-)Theo-
rie geklärt. Nicht-theoretische Begriffe sind dagegen (vereinfacht) solche, 
die eindeutige Referenzobjekte besitzen (empirische Begriffe) oder in einer 
bereits existierenden Theorie definiert werden können (vgl. Sneed, 1971). 

Wissensentwicklung mit Darstellungen von empirischen Objekten 
Der Modellbegriff der allgemeinen Modelltheorie kann zur Beschreibung 
der Einbindung einer konkreten empirischen Darstellung in eine mathemati-
sche Theorie herangezogen werden. Er wird nach Stachowiak (1973) im We-
sentlichen durch drei Merkmale charakterisiert. 

• Abbildungsmerkmal: Modelle sind stets Modelle von etwas, nämlich Ab-
bildungen, Repräsentationen natürlicher oder künstlicher Originale, die 
selbst wieder Modelle sein können. 

• Verkürzungsmerkmal: Modelle erfassen im Allgemeinen nicht alle Attri-
bute des durch sie repräsentierten Originals, sondern nur solche, die den 
jeweiligen Modellerschaffern und/oder Modellbenutzern relevant schei-
nen. 

• Pragmatisches Merkmal: Modelle sind ihren Originalen nicht per se ein-
deutig zugeordnet. Sie erfüllen ihre Ersetzungsfunktion a) für bestimmte 
– erkennende und/oder handelnde, modellbenutzende Subjekte, b) inner-
halb bestimmter Zeitintervalle und c) unter Einschränkung auf bestimmte 
gedankliche oder tatsächliche Operationen. (Stachowiak, 1973, S. 131–
133) 

Empirische Darstellungen mathematischer Sachverhalte lassen sich als Mo-
delle des Sachverhalts interpretieren. Die Zuordnung der Eigenschaften er-
folgt bewusst oder unbewusst durch die mit der Darstellung arbeitende und 
diese damit interpretierende Person. Der Begriff der Eigenschaft beschreibt 
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in diesem Fall sowohl die empirischen Objekte und ihre Beziehungen in der 
empirischen Darstellung als auch die empirischen und theoretischen Begriffe 
und ihre Beziehungen in der (empirischen) mathematischen Theorie. Welche 
Eigenschaften in der Darstellung wahrgenommen bzw. dieser zugewiesen 
werden und mit welchen Eigenschaften der mathematischen Theorie diese in 
Beziehung gesetzt werden, hängt vom interpretierenden Subjekt ab. Die Auf-
fassung von (bzw. das Beliefsystem über) Mathematik bestimmt dabei we-
sentlich, wie die empirische Darstellung genutzt wird. Bei einer empirischen 
Auffassung von Mathematik, bilden die in der empirischen Darstellung ab-
gebildeten Objekte die Referenzobjekte der mathematischen Theorie – ent-
sprechend kann die empirische Darstellung zur Wissensentwicklung und zur 
Begründung der Zusammenhänge genutzt werden. 
Die bisherigen Ausführungen lassen sich zu einem Modell zur Beschreibung 
von Wissensentwicklungsprozessen mit empirischen Darstellungen im Ma-
thematikunterricht zusammenführen. Dieses soll im Weiteren als CMC-Mo-
dell bezeichnet werden und bezieht sich auf die englischsprachigen Begriffe 
Concept, Model und Conception. 
Entsprechend des CMC-Modells werden empirische Darstellungen für den 
Mathematikunterricht gezielt ausgewählt oder entwickelt, um einen be-
stimmten mathematischen Begriff oder den Zusammenhang zwischen Be-
griffen zur Ableitung aus den Darstellungen anzubieten. Die Auswahl einer 
empirischen Darstellung wird durch Wissenschaftlerinnen und Wissen-
schaftler der Mathematikdidaktik, Schulbuchautorinnen und -autoren sowie 
Lehrerinnen und Lehrer vollzogen und geschieht auf der Basis des intersub-
jektiv geteilten mathematischen Wissens der Community (Concept). Der 
empirischen Darstellung kommt dabei aus Sicht der Lehrenden die Aufgabe 
der Veranschaulichung der mathematischen Begriffe und Beziehungen zu 
(Model). 
Eine Schülerin oder ein Schüler geht im Mathematikunterricht mit der em-
pirischen Darstellung um, indem er diese interpretiert, also die dargestellten 
Objekte und Beziehungen den Begriffen und Beziehungen seiner eigenen 
empirischen mathematischen Theorie zuordnet. Die Aktivierung eines sub-
jektiven Erfahrungsbereiches bestimmt jeweils, welcher Begriff mit wel-
chem Objekt verbunden wird. Im Umgang mit der empirischen Darstellung 
(Model) entwickelt der Lernende dann seine empirische mathematische The-
orie weiter (Conception), indem die Beziehungen in der Darstellung teil-
weise oder vollständig auf die Begriffe der empirischen Theorie übertragen 
werden. 
Die durch den Lernenden entwickelten Begriffe und Beziehungen können 
somit von der ursprünglich durch den Entwickler bzw. Auswählenden der 
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Darstellung intendierten Nutzung abweichen. Das CMC-Modell ist in Ab-
bildung 1 schematisch dargestellt. 
 

 
Abb. 1: Schematische Darstellung des CMC-Modells 

Fazit und Ausblick 
In diesem Beitrag wurde das CMC-Modell zur Beschreibung von Wissens-
entwicklungsprozessen mit empirischen Darstellungen vorgestellt und auf 
der Basis theoretischer Erörterungen begründet. Die Verwendung des Mo-
dells kann insbesondere bei interpretativen Analysen in Fallstudien zu an-
schauungsgeleitetem Mathematikunterricht von Nutzen sein und lässt einen 
neuen Blick auf aktuelle mathematikdidaktische Forschungsgebiete wie zum 
Beispiel den Einsatz digitaler Medien zu. 
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