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Umstrukturierungsgleichheit von Termen — eine Briicken-
Vorstellung zw. bildlicher und symbolischer Darstellung

Der Ubergang von der Arithmetik zur Algebra stellt eine zentrale Herausfor-
derung in der Sekundarstufe 1 dar. In vielen Féllen findet die Einfiihrung der
Algebra dabei statt, ohne sie ausreichend mit den arithmetischen Vorerfah-
rungen der Lernenden in Beziehung zu setzen (Bills, Ainley & Wilson,
2003). Ein bedeutender Aspekt dieses Ubergangs liegt in einem Perspektiv-
wechsel von einem reinen Blick auf Rechenoperationen und Ergebnissen hin
zu einem Fokus auf Gleichungen, Beziehungen und mathematischen Struk-
turen in der Algebra (Steinweg, 2013). Ein Ziel unseres Entwicklungsfor-
schungsprojekts MuM-Prialgebra ist es, diesen Ubergang durch geeignete
Lernumgebungen in der Klasse 5/6 zugidnglicher zu machen, und zwar mit
Fokus auf Terme und Gleichwertigkeit von Termen, noch bevor die Variab-
len eingefiihrt werden. Dieser Kurzbeitrag schldgt vor, eine weitere Vorstel-
lung zur Gleichwertigkeit von Termen einzufiihren, mit der an die Vorerfah-
rungen besser angekniipft werden kann. Er leistet damit einen Beitrag zur
Spezifizierung und Strukturierung des Lerngegenstands Gleichwertigkeit
von Termen.

Drei klassische Vorstellungen zur Gleichwertigkeit von Termen

Zur Gleichwertigkeit von arithmetischen und algebraischen Termen (d.h.
ohne und mit Variablen) erweisen sich in der Literatur drei Vorstellungen als
bedeutsam (Malle 1993, Prediger 2009,), die in drei algebraische Sichtwei-
sen eingeordnet werden konnen (Kieran 2004)

o FErgebnis- bzw. Einsetzungsgleichheit in operationaler Sicht: Zwei Terme
sind gleichwertig, wenn sie das gleiche Ergebnis haben bzw. bei Variab-
lentermen fiir alle eingesetzten Zahlen den gleichen Wert haben.

e Beschreibungsgleichheit in relationaler Sicht: Zwei Terme sind gleich-
wertig, wenn sie dieselbe Situation / dasselbe Bild beschreiben.

o Umformungsgleichheit in transformationaler Sicht: Zwei Terme sind
gleich wertig, wenn sie durch Anwendung algebraischer Umformungsre-
geln ineinander umgeformt werden konnen.

Seit vielen Jahrzehnten wird kritisiert, dass der Arithmetikunterricht oft ein-
seitig die operationale Sicht betont (historischer Uberblick in Kieran 2004).

Siller, H.-S., Weigel, W. & Wérler, J. F. (Hrsg.). Beitrdge
zum Mathematikunterricht 2020. Miinster: WTM-Verlag, 2020.
doi: 10.37626/GA9783959871402.0 213



Die Beschreibungsgleichheit in relationaler Sicht dagegen ist nach dem Prin-
zip der Fortsetzbarkeit in der Algebra tragfdhiger, auch weil sie die inhaltli-
che Begriindung fiir die Giiltigkeit der Termumformungsregeln bieten kann.

Analyse der Vorstellungen und Verortung einer Liicke

Malle (1993) schldgt als Lernpfad vor, von Ergebnis- zur Beschreibungs-
und dann zur Umformungsgleichheit voranzuschreiten. Der Ubergang von
Beschreibungsgleichheit zur Umformungsgleichheit erweist sich allerdings
fiir viele Lernende als herausfordernd. Die Ursachen werden durch die Zu-
sammenhéinge in Abb. 1 erklarbar (Dohle & Prediger 2020):

Fiir (die hier fokussierten) Terme ohne Variablen unterscheiden sich die drei
Vorstellungen in der Darstellungsform und der Art des Vergleichs: Ergebnis-
und Beschreibungsgleichheit verlangen einen statischen Vergleich (d.h. wer-
den zum Ergebnis oder Bild/Situation in Bezug gesetzt). Die Umformungs-
gleichheit dagegen verlangt einen dynamischen Vergleich, bei dem der eine
Term in den anderen iiberfiihrt wird. Beim Ubergang von der Beschreibungs-
zur Umformungsgleichheit muss also nicht nur die Darstellungsform ge-
wechselt und damit der Ubergang von Inhalt zu Kalkiil vollzogen werden
(Prediger 2009), sondern gleichzeitig der Ubergang von statischem zu dyna-
mischem Vergleich, der meist implizit bleibt (Dohle & Prediger 2020).

Operationale Relationale Transforma-

Sicht: Sicht: tionale Sicht:
Darstellungs- Numerisch Bildlich Numerisch /
form Algebraisch

Statischer

Ergebnis- Beschrelbungs
gleichheit gleichheit

Vergleich

\ .
Dynamischer Umstrukturierungs- ‘ Umformungs-
Vergleich gleichheit gleichheit

Briickenvorstellung

Abb. 1: Lernpfad zwischen den Vorstellungen durch Briickenvorstellung vereinfachen

Um den zweigliedrigen Ubergang zu erleichtern, haben wir im Lernpfad eine
Briickenvorstellung eingefiigt, mit der der Ubergang zu einer dynamischen
Vergleichsvorstellung innerhalb der relationalen Sicht erleichtert werden
kann. Der Bezug auf die bildliche Darstellung bleibt dabei zunéchst beste-
hen:

Als Umstrukturierungsgleichheit bezeichnen wir die Deutung, dass zwei
Terme gleichwertig sind, wenn die (durch sie beschriebenen) Strukturen im
Bild ineinander tiberfiihrt werden konnen. Die Transformationen zwischen
Termen werden so zunéchst durch (konkrete oder vorgestellte) Bild-/Mate-
rialhandlung gestiitzt. Eine Umformung des Terms 8 - 12 zum Term 24 - 4

214



entspriache etwa der Unterteilung der
acht 12er- Gruppen in jeweils drei 4er
(Abb. 2, Bild 1 = Bild 2) und einer
anschlieBenden Umbiindelung der
entstandenen 4er-Gruppen in eine
Struktur aus 8 - 3 (Abb. 2, Bild 2 2>
Bild 3).

Am Beispiel der Fiinftklasslerin Vik-
toria wird deutlich, wie die zunichst
inhaltliche Vorstellung der Umstruk-
turierung im Bild sukzessive weiter-
entwickelt und mit der Symbolspra-
che, d.h. mit der Verdnderung im
Term, verkniipft werden kann.

Viktoria und ihre Mitschiilerin Mira
beschreiben zundchst den Verinde-
rungsprozess zwischen Bild 1 und
Bild 2 (vgl. Abb. 2). Das Vokabular
threr Alltagssprache (durchbrechen,
teilen, ausschneiden) nutzen sie dabei

$ 12

=(8-3)-4

Abb. 2: Umstrukturierung Bild und Term

erfolgreich, um die Dynamik der Verdnderung auszudriicken.
15  Viktoria Der hat das hier durchgebrochen.

16 Mira Immer durch drei geteilt

17  Viktoria Ja also das sind drei Reihen dann. Also zum Beispiel hat er es aus-
geschnitten hier und das ist das zusammen [deutet auf eine Spalte
mit acht Vierern] und hier hat er es auch geschnitten. Sonst weil3

ich es nicht.

Diese vorhandenen inhaltlichen Vorstellungen kann Viktoria im Verlauf der
Forderung nutzen. Auf gezielte Nachfragen der Lehrkraft (Was passiert dann
im Term? Wie kann man das auch im Term sehen?) erklart sie die Umfor-

mung im Symbolischen.

32 Viktoria Also Zeynep hat die zwolf geteilt in Malaufgabe dann hat sie sich
dhm die acht- die acht hat sie sich das — das hat sie gelassen. Dann
hat sie die zwolf durchgebrochen also zur Malaufgabe und hat sie
einfach drei mal vier weil drei mal vier ist zwolf dann hat sie es so

aufgeschrieben.

Das von Viktoria zuvor zum Beschreiben der Umstrukturierung genutzte
Sprachmittel durchbrechen wird dabei aufgegriffen und fiir das Erkléaren der
Termumformung genutzt. Die Analogie der verwendeten Sprachmittel ist ein
Indiz dafiir, wie die Vorstellung der Termumformung an die materialbasierte

[\
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inhaltliche Vorstellung der Umstrukturierung gekniipft ist. Das Beispiel deu-
tet an, wie allgemeine Umformungsregeln aufbauend auf inhaltlichen Vor-
stellungen entwickelt und etabliert werden konnen, bevor Termumformun-
gen im Algebraunterricht kalkiilhaft durchgefiihrt werden (vgl. Prediger
20009).

Fazit und Ausblick

Zusammenfassend eroffnet sich durch das herausgearbeitete Konzept der
Umstrukturierungsgleichheit eine Moglichkeit Termumformungen inhalt-
lich zu erarbeiten. Das dargestellte Beispiel deutet an, wie der Schritt von
der statischen Beschreibungsgleichheit auf ikonischer Ebene zur dynami-
schen Umformungsgleichheit auf Symbolebene durch den Zwischenschritt
der dynamischen, aber weiterhin ikonisch gestiitzten Umstrukturierungs-
gleichheit moglicherweise iiberbriickt werden kann.

Im weiteren Verlauf des Projektes muss die Frage beantwortet werden, wie
diese Idee in einer Lernumgebung moglichst effektiv realisiert werden kann.
Zu untersuchen bleibt auBBerdem, welche typischen Lernprozesse und Lern-
pfade Schiilerinnen und Schiiler bei der Vorstellungsentwicklung von der
Umstrukturierungsgleichheit zur Umformungsgleichheit durchlaufen.

Dank. Das Projekt MuM Prialgebra wird im Rahmen des Projekts SiMa in Mathe sicher
konnen durchgefiihrt und finanziell unterstiitzt von der Deutschen Telekom Stiftung.
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