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Teilbarkeit anschaulich darstellen — Potenziale flr
anschauliche Beweise

Im Projekt schauMal wird anschauliches Beweisen im Mathematikunterricht
der Grundschule thematisiert. Inhaltlich wird der Bereich Teilbarkeit fokus-
siert. Dieser Beitrag diskutiert anschauliche Darstellungen der Division und
damit der Teilbarkeit in Schulblichern und betrachtet mégliche Potenziale
flir einen Einsatz bei anschaulichen Beweisen. Diese Grundlagen werden fur
das Design des Projekts genutzt, dessen Aufbau im Uberblick dargelegt wird.

Teilbarkeit anschaulich darstellen

Ein wesentliches Ziel des Mathematikunterrichts der Grundschule ist es,
Kindern Grundrechenoperationen nahe zu bringen, damit sie in der Lage
sind, diese zu verstehen und anzuwenden. Um Rechenoperationen und ihre
Eigenschaften zunehmend zu verstehen, mussen Kinder im Prozess des
Rechnenlernens die Moglichkeit bekommen, tragfahige Grundvorstellungen
aufzubauen. Ublicherweise werden im Unterricht ausgewdahlte Darstellungs-
mittel eingesetzt, mit denen Kinder unterstutzt werden sollen, ,,addquate
geistige Vorstellungsbilder wichtiger mathematischer Begriffe und Operati-
onen aufzubauen® (Sobbeke, 2007, S. 4).

Eine wesentliche Grundoperation in der Grundschule ist die Division. Diese
Grundrechenoperation ermdglicht es, Teilbarkeiten von Zahlen zu erfor-
schen. Darstellungen und didaktische Materialien sind das unterrichtliche
Mittel, Vorstellungen der Kinder anzuregen und im besten Fall den Aufbau
von geeigneten Operationsvorstellungen zu ermdéglichen. Schulbiicher geben
einen guten Einblick, welche Darstellungsmittel eingesetzt werden. Fir das
vorliegende Projekt ist es insbesondere interessant, wie aktuelle Schulbiicher
ublicherweise versuchen, die Division anschaulich darzustellen. Die Einfh-
rung dieser Operation erfolgt in der Grundschule meist ,,eigenstandig und
anwendungsnah im Sinne des Aufteilens und Verteilens oder als Umkehrope-
ration der Multiplikation” (Padberg & Biichter, 2015, S. 215 Herv. i. O.).

In Schulbtichern findet sich eine groRRe Vielzahl von Darstellungen, die die
Division und die genannten Interpretationsmdoglichkeiten thematisieren.
Eine genauere Analyse verweist auf drei Kategorien, in die die auftretenden
Darstellungen unterteilt werden kénnen: (a) Darstellungen, die den Kindern
die Interpretation der Division als Aufteilen nahelegen; (b) solche, die den
Verteilaspekt darzustellen versuchen und zuletzt (c) Darstellungen, die kei-
ner der beiden Interpretationen eindeutig zugeordnet werden kénnen.
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(a) Bei Darstellungen zum Aufteilen sind die Gesamtmenge und die Mé&ch-

tigkeit der Teilmengen vorgegeben, wahrend die Anzahl an Teilmengen ge-
sucht wird. (b) Bei Darstellungen zum Verteilen sind dagegen jeweils die
Gesamtmenge und eine Anzahl vorgegeben. Gesucht wird die Mé&chtigkeit
der Teilmengen. (c) Diese letztgenannten Darstellungen zeichnen sich durch
Offenheit aus, d. h. die Schulbuchdarstellung erwartet von den Kindern
nicht, eine bestimmte Deutung oder Handlung nachzuvollziehen. Es handelt
sich um Rechtecksdarstellungen, in die beide Vorstellungen hineininterpre-
tiert werden kénnen. Zudem koénnen an diesen Darstellungen je zwei Multi-
plikationsaufgaben und zwei Divisionsaufgaben (u. a. Wittmann & Miiller,
2014) hineingesehen werden, wodurch die Division auch als Umkehropera-
tion der Multiplikation erkannt werden kann.

Magliches Potenzial von Darstellungen der Division

Schulbuchdarstellungen enthalten das Potenzial zur vertieften Auseinander-
setzung mit der Grundrechenoperation, wenn sie weitergedacht werden.
Fruchtbar sind dabei insbesondere Rechtecksdarstellungen, wie am folgen-
den Beispiel zur Aufgabe 18 : 3 gezeigt wird. An einer 18 Punkte umfassen-
den, rechteckigen 3 - 6-Punktefeld-Darstellung (Abb. 1) kann die Divisions-
aufgabe in allen oben benannten Facetten anschaulich gemacht werden.
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Abb.1 Interpretationsmdglichkeiten Division (Aufteilen, Verteilen, Langensichtweise)

Einerseits (Abb. 1, links) kann der Aufteilungsaspekt und somit die vorgege-
bene 3er-Machtigkeit der Teilmenge in die Punktefelddarstellung hineinge-
deutet werden. Das Punktefeld wird in 3er Padckchen aufgeteilt und die An-
zahl dieser Packchen zeigt das Ergebnis der Divisionsaufgabe an. Anderer-
seits konnen, entsprechend der Interpretationsidee Verteilen, die dargestell-
ten Punkte gerecht (an 3) verteilt werden (Abb. 1, Mitte). Die Punktefelddar-
stellung muss fir den Verteilprozess in 3 Teilmengen zerlegt werden. Diese
Verteilung kann in dieser Darstellung der 18 als Zeilen wahrgenommen wer-
den, deren je 6 Punkte das Ergebnis des Verteilprozesses und damit der Di-
visionsaufgabe darstellen. Sollen die Interpretationen der Darstellungen fur
Begrundungen verallgemeinerbar werden, kann es gewinnbringend sein,
eine dritte Sichtweise einzunehmen (Abb. 1, rechts). Bei der Langensicht-
weise wird der Divisor als Teiler angenommen. Die Teilerrelation in N si-
chert, dass es bei Divisionsaufgaben ohne Rest immer eine mogliche Recht-
ecksdarstellung gibt, bei der der Teiler —in diesem Fall der Teiler 3 —an den
Seitenlangen sichtbar wird. Das Ergebnis der Division kann auf einen Blick
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an der anderen Seitenlange abgelesen werden. Die Langensichtweise ermog-
licht es, zuséatzliche Informationen Gber die Teilbarkeit der dargestellten Zahl
zu erhalten, da Teiler und Ko-Teiler als Seitenldngen in Relation zueinander
erkannt werden konnen.

Diese Sichtweise einzunehmen und mit der Seitenldnge zu argumentieren ist
mathematisch interessant, da Kinder dazu angeregt werden, ,,iiber das blof3e
Ausrechnen von Ergebnissen hinaus Uber die Bedeutung der Operationen
und Uber Beziehungen zwischen Zahlen nachzudenken* (Wittmann & Muil-
ler, 2014, S. 126). Es wird mdglich, sich vom konkreten Beispiel zu l16sen
und Rechtecksdarstellungen von Zahlen als Diagramme von Teilerrelationen
zu deuten. Dann ,,stehen die Strukturen im Vordergrund der Betrachtung und
ermdglichen die Deutung einer iibergeordneten Beziehung* (Sobbeke, 2009,
S. 115). Rechtecksdarstellung bieten dartiber hinaus die Option, durch Zer-
legen und Umlegen als gedankliche bzw. bei gegebenem Material als kon-
krete Handlung weitere, in den Seitenldngen enthaltene Teiler zu entdecken.
So kdnnen auch auf den ersten Blick nicht direkt sichtbare Teiler verdeutlicht
werden. Zur Verallgemeinerung sind durchweg keine Variablen notwendig,
da Rechtecke solche Handlungen fiir alle strukturahnlichen Rechtecke er-
fahrbar machen (Schwarzkopf, 2017). Die Handlung ist damit als verallge-
meinerbar gekennzeichnet und bietet sich fur anschauliche Beweise an.

Das Projekt schauMal

Anschauliche Beweise werden mit Darstellungsmitteln umgesetzt. Es han-
delt sich dabei, so wie auch bei pramathematischen Beweisen nach Winter
(1983), um Beweise ,,in der Sprache praktischer Handlungen (mit realen
Dingen), die man wirklich oder nur in Gedanken ausfiihrt* (S. 178). Diese
Handlungen missen als gleichbleibend (strukturell wiederholbar) erkannt
werden, damit sie verallgemeinerbar sind. Die entsprechende Handlung kann
zunehmend mental verinnerlicht werden, wenn sie zundachst mit Hilfe von
konkret gegenstandlichen Materialien oder zeichnerisch umgesetzt wird.
Darstellungsmittel nehmen folglich bei anschaulichen Beweisen die Funk-
tion eines Beweismittels ein und kdnnen Beziehungen sowie arithmetische
Strukturen verdeutlichen (u. a. Dreyfus et al., 2012). Formale und anschau-
liche Beweise nutzen dieselben mathematischen Relationen. Wittmann &
Ziegenbalg (2004) halten fest, dass sich die Beweise nur in ihren Darstel-
lungsformen unterscheiden: ,,In dem einen Fall operiert man mit Steinchen-
mustern [...], im anderen Fall mit Symbolen. Die an den Darstellungen voll-
zogenen Operationen sind aber im Grunde genommen gleich® (S. 35).

Wie aufgezeigt, bieten sich Rechtecksdarstellungen aufgrund ihrer Potenzi-
ale fir anschauliche Beweise (Langensichtweise) an. Im Projekt schauMal
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werden fachlich und fachdidaktisch fundierte Unterrichtseinheiten zum an-
schaulichen Beweisen von Teilbarkeiten in Form von Lernumgebungen ent-
wickelt und in einer Intervention implementiert. Das Projekt geht der Frage
nach: Inwiefern zeigen die entwickelten Unterrichtseinheiten Effekte auf die
anschauliche Beweisfahigkeit?

Insgesamt sechs dritte Klassen nehmen an der Studie teil; vier Klassen als
Interventions- und zwei als Kontrollgruppen. Evaluiert wird die Intervention
mittels Pre-Post- und Follow-up-Tests. Die Interventionsgruppen arbeiten
mit verschiedenen Darstellungsmitteln, um herauszufinden, ob und welche
Unterschiede sich beim Einsatz verschiedener Materialien zeigen. Als wei-
tere Designvariable werden die Unterrichtseinheiten in je zwei Klassen von
den jeweiligen Klassenleitungen bzw. von der Projektleitung implementiert.

In der Analyse der ersten Daten des Pre-Tests zeigt eine erste Durchsicht
Bearbeitungen von Kindern, die in ihren Darstellungen verteilen bzw. auf-
teilen. Es scheint so zu sein, dass die Darstellungen aus Schulbichern in Kin-
derl6sungen zu Beginn des Projekts nachwirken. Ob sich dieser Trend fort-
setzt und die mentalen Vorstellungen in diesem Sinne stabil sind oder ob die
Unterrichtseinheiten auf die Deutungen der Kinder im Laufe des Projekts
Einfluss haben, werden die genaueren Analysen der Daten ergeben.
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