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Bewertung von (potenziellen) Beweisen im Verlauf des
Studiums. Erste Einblicke in eine mixed-methods Studie

Mathematisches Argumentieren und Beweisen gelten als Fundament der
Mathematik als Wissenschaft (z.B. Heintz, 2000) und sind auch in Schule
und Bildungsstandards als zentrale Elemente verortet (Kultusministerkonfe-
renz, 2004). Empirische Ergebnisse zeigen jedoch, dass Schiilerinnen und
Schiiler erhebliche Probleme bei der Konstruktion (z.B. Heinze et al., 2009)
und dem Validieren (z.B. Healy & Hoyles, 2000) von Argumentationen und
Beweisen haben. Zentrale Aufgabe der mathematischen Lehramtsausbildung
ist entsprechend, zukiinftige Lehrkrifte mit dem Konzept mathematischer
Argumentationen und Beweise sowie deren zentralen Funktionen und Eigen-
schaften, vertraut zu machen und diese zu einem professionellen Umgang
mit ebendiesen zu befahigen.

Die vorliegende Studie vergleicht daher Studierende zu Beginn und Ende des
Studiums und widmet sich der Analyse von deren Rezeption und Validierung
von Argumentationen bzw. Beweisen.

Theoretischer Hintergrund

Obwohl die Begriffe ,,Argumentation® und ,,Beweis* im Bereich der Mathe-
matik nicht einheitlich verwendet werden (vgl. Reid & Knipping, 2009),
wird ein mathematischer Beweis meist als mathematische Argumentation
verstanden, die den (lokalen) Normen und Akzeptanzkriterien der Commu-
nity entspricht (vgl. Reiss & Ufer, 2009; Sommerhoff & Ufer, 2019).

Der Prozess des Validierens, in dem eine Argumentation bzw. ein Bewelis
gelesen wird und dessen Giiltigkeit eingeschitzt wird (Selden & Selden,
2015), basiert entsprechend auf verschiedenen Charakteristika von Argu-
mentationen bzw. Beweisen. Als wesentliche Grundlage fiir entsprechende
Charakteristika kann das Argumentschema von Toulmin (1996) gesehen
werden. Entsprechend der strukturellen Perspektive nach Toulmin besitzen
Argumente verschiedene funktionale Elemente: Die Elemente ,,Datum®,
,Konklusion* und ,,Regel* lassen sich direkt mit denjenigen eines dedukti-
ven Beweises vergleichen. Die Elemente ,,Ausnahmebedingung® und ,,Stiit-
zung® hingegen verdeutlichen, dass ein (schulmathematisches) Argument
auch andere Aspekte fokussiert als ein hochschulmathematischer Beweis,
wobel etwa Inglis, Mejia-Ramos und Simpson (2007) auch hier die Wichtig-
keit beider Elemente unterstreichen. Thre empirischen Untersuchungen be-
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schreiben fiir HochschulmathematikerInnen unter anderem weitere Bewer-
tungskriterien fiir Beweise, wie z. B. die Ausfiihrlichkeit eines Beweises.
Hierbei konkurrierte das Pragnanzkriterium beispielsweise mit dem Krite-
rium, dass jedes Zeichen eingehend erldutert werden muss. Vergleichbar
stellten Meyer & Schnell (2016) heraus, dass Lehrpersonen bei der Bewer-
tung von Argumenten eher inhaltliche Kriterien fokussieren und weniger die
Ausfiihrlichkeit der Argumente thematisierten. Auch die Unterscheidung
verschiedener Beweistypen (Wittmann & Miiller, 1988) sowie die Funktio-
nen von Argumentationen bzw. Beweisen (de Villiers, 1991) konnen we-
sentliche Aspekte bei der Bewertung von Beweisen sein.

Forschungsfragen

Fiir Studierende liegen bisher kaum Erkenntnisse vor, welche Aspekte von
Beweisen bei deren Bewertung von besonderer Wichtigkeit sind (z. B. Som-
merhoff & Ufer, 2019) und wie sich diese im Verlauf des Studiums veran-
dern. In der vorliegenden Studie werden Studierende des 1. und 8. Semesters
hinsichtlich ihrer Bewertungen von Argumentationen bzw. Beweisen unter-
sucht und verglichen. Folgenden Forschungsfragen waren zentral:

FF1: Unterscheiden sich Studierende des 1. und 8. Semesters hinsichtlich
Threr Einschitzung von Funktionen von Argumentationen bzw. Beweisen?

FF2: Unterscheiden sich Studierende des 1. und 8. Semesters hinsichtlich
Threr Bewertung von potenziellen Argumentationen bzw. Beweisen?

Methode

Zur Beantwortung der Forschungsfragen wurden insgesamt N = 384 Studie-
rende einer groflen deutschen Universitit befragt. Dabei wurden 258 Studie-
rende zu Beginn des 1. Semesters befragt (149 LA Grundschule, 106 LA
Sonderpadagogik, 3 divers) sowie 126 Studierende am Ende des Studiums
(8. bzw. 9. Semester, 53 LA Grundschule, 70 LA Sonderpddagogik).

Die Studierenden beantworteten im Rahmen eines Online-Fragebogens zu-
nichst einige demographische Fragen, bevor sie gebeten wurden 16 potenzi-
elle Beweise summativ zu bewerten (Notenskala von 1 — sehr gut bis 6 —
ungeniigend) sowie thre Bewertungen zu begriinden. Die potenziellen Be-
weise wurden dabei als Beweise von Lernenden eingefiihrt, welche auf die
Aussage ,,Bestimmt gibt es irgendwann bei richtig groen Zahlen keine
Primzahlen mehr. Es gibt also nur endlich viele Primzahlen* und der Auf-
forderung nach Angabe einer Begriindung fiir oder gegen die Korrektheit
derselben erfolgten. Die in dem Fragebogen zu bewertenden Antworten wur-
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den hélftig als Beweise, hélftig als Argumente bezeichnet, um Effekte hin-
sichtlich der Bezeichnung erfassen zu kénnen (im Folgenden nicht genauer
dargestellt). Die Zuordnung der Fragebdgen erfolgte wahllos (elektronisch).

Die prasentierten 16 potenziellen Beweise wurden dabei entsprechend dem
Modell nach Toulmin, den Beweistypen nach Wittmann & Miiller, sowie
weiteren in fritheren Studien identifizierten Aspekten, variiert, indem bei-
spielsweise die funktionalen Elemente der Argumente/Beweise (z. B. fehlte
bei einigen Argumentationen bzw. Argumentschritten eine Regel, wahrend
bei anderen etwa eine falsche gegeben wurde) oder der Typ des Beweises
gedandert wurde. Auch wurden einige Argumente sprachlich ausfiihrlich dar-
gestellt, wiahrend andere sehr formell und formal waren (vgl. Abbildung 1).

Angenommen, es gibt unendlich viele Primzahlen p,, ..., p,,. Wir bilden die Zahl
(p1 * ... pn) + 1. Dies ist eine natiirliche Zahl.
Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie X X i .
> (p; * ... pp) + 1 hat einen Primteiler (wir nehmen den

kleinsten Teiler nach Hauptsatz)

gegebene Primzahlen py,...,py lassen bei Division von (py-..-pp)+1 den Rest 1

Es gibt mehr Primzahlen als

angenommen.

Abb. 1:, Petra’s Beweis*

Der in Abbildung 1 dargestellte Beweis zeichnet sich durch seine prignante
Darstellung aus. Im ersten Teil des Beweises wird nicht weitergehend ana-
lysiert, warum der Term fiir jede Belegung mit Primzahlen eine natiirliche
Zahl ergibt. Im letzten Teil des Beweises wird als Satz bzw. Regel nicht die
Division mit Rest angegeben, sondern ithre Anwendung.

In drei Abschlussfragen sollte die Fragebogenstudie retrospektiv tiberblickt
und die Relevanz verschiedener Funktionen von Beweisen (Verifikation, Er-
klarung, Systematisierung, Entdeckung, Kommunikation, symbolische Dar-
stellung) auf einer Likert-Skala von 0 bis 5 eingestuft werden.

Ergebnisse & Diskussion

Erste Analysen der Daten zeigen, dass die Qualitidt der Beweise mit einer
Gesamtnote von 2.93 insgesamt als eher mittelmidBig wahrgenommen
wurde. Dabei unterschieden sich Studierende im 1. Semester (M = 3.04;
SD =0.56) und im 8. Semester (M = 2.70; SD = 0.54) signifikant und mit
einem mittleren Effekt d = 0.62. Die Ergebnisse zeigen weiter, dass die Stu-
dierenden am Studienende 10 der 16 vorgelegten Beweise besser bewerteten
als die Studierenden zu Studienbeginn. Moglicher Grund hierfiir kann in der
unterschiedlichen Gewichtung verschiedener Funktionen von Argumenta-
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tion bzw. Beweisen liegen: Wihrend fiir die Studierenden im hohen Semes-
ter das Kommunizieren und das Erkldren wichtigere Funktionen des Bewei-
sens waren, war dies bei Studienbeginn noch die symbolische Darstellung.

Obwohl die initialen quantitativen Analysen bereits deutliche Unterschiede
zwischen den Studierenden des 1. und 8. Semesters offenbaren, ist die Aus-
sagekraft zunédchst begrenzt, da Ursachen fiir Unterschiede nur teilweise er-
fasst werden konnen. Erst die Analyse der jeweiligen Erlduterungen und ent-
haltenen Kriterien werden Aufschluss dariiber geben konnen, ob bspw. ein
Beweis mit fehlender Regel auch deswegen schlechter bewertet wurde.

Hinweis: Dies ist ein Forschungsprojekt der Universitéit zu K6ln und der LMU Miinchen.
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