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Veranschaulichungen des Induktionsprinzips

Die vollstindige Induktion ist eine sehr niitzliche mathematische Beweisme-
thode, die man auch ohne fortgeschrittene mathematische Kenntnisse verste-
hen kann.

Vollstindige Induktion: Seien Aussagen P(n) gegeben, wobei n eine natiir-
liche Zahl ist. Wenn P(0) wabhr ist (dies ist der Induktionsanfang) und wenn
fiir jedes n aus der Aussage P(n) die Aussage P(n+1) folgt (dies ist der In-
duktionsschritt), dann sind alle Aussagen P(n) wahr.

Es handelt sich um eine Kettenreaktion. Man veranschaulicht diese tiblicher-
weise mit dem Dominoeffekt: eine unendliche Reihe von hochkanten Domi-
nosteinen fallt durch Antippen des ersten Steins um.

Abzahlbar unendlich viele Aussagen: Es konnte sein, dass die Aussagen
nicht durch die natiirlichen Zahlen parametrisiert sind, sondern durch eine
andere abzdhlbar unendliche Menge. In diesem Fall kann man ein erstes Ele-
ment auswihlen, dann ein zweites und so weiter, sodass man die Aussagen
so umparametrisiert, dass sie letztendlich doch durch die natiirlichen Zahlen
beschrieben werden. Hier werden die Aussagen (also die Dominosteine) in
eine Reihenfolge gebracht.

Endlich viele Aussagen: Es konnte sein, dass lediglich endlich viele Aussa-
gen gegeben sind: wir bezeichnen diese mit P(0) bis P(N) fiir eine natiirliche
Zahl N. Dann fiihren wir den Induktionsschritt von P(n) auf P(n+1) nur fiir
n<N durch. Hier ist einfach die Reihe von Dominosteinen endlich.

Induktion mit erweiterter Induktionsvoraussetzung: Seien Aussagen
P(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n gegeben. Wenn P(0) wahr ist (dies ist der
Induktionsanfang) und wenn fiir jedes n die Aussagen von P(0) bis P(n) die
Aussage P(n+1) implizieren (dies ist der Induktionsschritt), dann sind alle
Aussagen P(n) wabhr.
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Eine Visualisierung fiir die Induktion mit erweiterter Induktionsvorausset-
zung ist, Dominosteine mit wachsender Grof3e zu nehmen. Hier reicht also
der Schwung aller vorherigen Dominosteine aus, um den nichsten Domino-
stein umzukippen.

Riickwirts-Induktion: Seien Aussagen P(n) gegeben, wobei n eine natiir-
liche Zahl ist. Sei T eine unendliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen, und
seien die Aussagen P(t) fiir alle t in T wahr (diese Fille ergeben den Induk-
tionsanfang). Wenn fiir jedes n>0 aus der Aussage P(n) die Aussage P(n-1)
folgt (dies ist der Riickwirts-Induktionsschritt), dann sind alle Aussagen
P(n) wahr.

Hier werden alle Dominosteine der Reihe, die die Aussagen P(t) mit t in der
Teilmenge T repriasentieren, riickwérts angetippt. Alle vorherigen Domino-
steine fallen um, und da T unendlich ist, fallen samtliche Dominosteine der
Reihe.

NHININ.

Partition-Induktion: Seien Aussagen P(s) gegeben, wobei s zu einer un-
endlichen Menge S gehort. Wir teilen S in Teilmengen T(n) ein, wobei n die
natiirlichen Zahlen durchlduft. Jedes Element von S ist also in genau einer
der Teilmengen T(n) enthalten. Nehmen wir an, dass P(s) fiir alle s in T(0)
wabhr ist (dies ist der Induktionsanfang). Fiir alle n nehmen wir auch folgen-
des an: wenn P(s) fiir alle s in T(n) wahr ist, dann ist P(s) fiir alle s in T(n+1)
wabhr (diese ist der Induktionsschritt). Dann sind alle Aussagen P(s) wahr.
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In dieser Variante fassen wir durch die Teilmengen der Partition Félle zu-
sammen. Man kann sich eine Reihe von Tiirmen von Dominosteinen vorstel-
len, die durch den Dominoeffekt vollstindig in sich zusammenfallen.

Spriinge-Induktion: Seien Aussagen P(n) gegeben, wobei n eine natiirliche
Zahl ist. Sei k>0 eine natiirliche Zahl. Nehmen wir an, dass die Aussagen
P(0) bis P(k-1) wahr sind (wir haben hier k Aussagen als Induktionsanfang).
Nehmen wir auch an, dass fiir alle n die Aussage P(n) die Aussage P(n+k)
impliziert (wir haben hier einen Sprung um k im Induktionsschritt). Dann
sind alle Aussagen P(n) wabhr.

Wir konnen uns diese Induktionsvariante so vorstellen: Es gibt k Rethen von
Dominosteinen, und den nichsten Dominostein in einer Rethe zu erreichen
bedeutet, um k Stellen in der tiblichen Anordnung weiter zu springen.
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Fallunterscheidung im Beweis des Induktionsschritt: Es kann z.B. vor-
kommen, dass man im Induktionsschritt von P(n) zu P(n+1) zwischen n ge-
rade und n ungerade unterscheidet. Man kann sich eine Fallunterscheidung
so vorstellen, dass in der Reithe von Dominosteinen nicht alle Steine auf die
gleiche Weise umfallen (in der folgenden Abbildung sind die Dominosteine
von oben dargestellt).

YAVAY

Zusammenfassung: Die in diesem Artikel dargestellten Visualisierungen
der Induktionsvarianten sind nicht verbreitet (und moglicherweise neu). Sie
konnen aber ein besseres Verstdndnis schaffen. Der Phantasie sind hier keine
Grenzen gesetzt, eine Intuition mit dem Dominoeffekt aufzubauen.
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